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序 言 


«理論物理学”教程的这一卷专門論述統計物理学和热力学 a 
这两門学科的相互联系非常密切，因而我們的意見认为把它們放 
在一卷中束討論是很合理的。 

統計物理学是一門硏究由大最粒子所构成的宏观物体的性质 
的科学，它是由罗蒙諾索夫打 T 基础的，早在十八世紀中叶他就提 
出一种观念，认为热現象可以用这些粒子的无規运动来解釋。在 
十九世紀卮半期，麦克斯韦、尤其是坡耳茲曼以这挂观念为基础发 
展了物质分子运动論，幷給出了热力学的統計基础。最后，吉布斯 
在1901年对統計力学給出了适川于任何宏观物体的最彻底、最完 
整的形式。 

像在本教程的其他各卷中一样，我們一方面尽可能把普遍原 
理闡述淸楚，另一方面也尽可能把这些原理在物理学上的許多具 
体应用叙述得更加完全。但是间时在本书中沒有討論統計学与物 
质的宏观电学和磁学性质柯关的那一部分应用；这些問題在“連績 
媒质电动力学”一卷中討論。类似地,非芊衡現象的問題也沒有在 
这里討論,这些問題在“物理动力学”一卷中考虑。 

在本弔中我們沒有包括冇哭通常液体和强溶液的各种理論， 
这些理論对我們来讲似乎旣沒有說服力，又沒有用处。 

时常碰到这样一种 見解： 认为統計物理学是理論物理学中最 
沒有根据的一个部門（就其基本原理来說）——这种見解是我們所 
不同意的。我們相信这些困难是人为造成的，因为問題常常陈述得 
不够合理。如果一开始就討論系統的各个小部分(子系統）的統計 
分布，而不是討論整个閉合系統的統計分那末我們就完全避开 
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了哭于各态历經假說或其屯类似的假說的問題，这些假說对于統 
計物理学来讲，实际上幷不是重要的。 

我們在1938年和19⑽年出版的統計物理教程只包含了对經 
典統計学的叙述；按照原来的？卜划，量子統計学的內容单独形成 
—卷 。 

伹是，現在我們觉得：把經典統計学和最子統計学分开来閜 
述，无論是就共同基础和基本統計学茕定义的問題来讲,还是就統 
計学的許多应用来讲，都是不恰当的。中于这个緣故,全书已經重 
新写过；在旧著屮所考虑的那些問題（包括普遍的热力学关系在 
內）的閬述也經过了彻底的修改。因此，現在所提出的书是一本新 
书，而不是旧著的再版。 

統計学的許多重要問題到現在还沒有完全弄淸楚，幷且这些 
問題的解决遇到很大 的闲难 0在这类冏題中，旣有某些一殷性問 
題（例如关于熵增长定律的物理甚础的問題)，也有各种具体問 
題一如第二类相变理論問題、临界点理論問題、有关宏观物体能 
譜的問題等等。在这一类情况我們力求把間題不淸楚的地方 
尽可能淸楚地表述出东，虽然这些問题的提法本身往往就是不淸 
楚的。 

在英文版中，我們作了一系列的修改和增訂，以消除論述上的 
一些缺点，幷加入一些自俄文版 m 版五年来在理論物理学的这个 
領域內所获得的主要新成果。 

L . D . 朗道 
E . 票弗席茲 
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第一章統計物理学的基本原理 

51. 統計分布 

袜計物理学(或簡称統計学）的对象是硏究宏观物体的行为和 
性质所遵循的特殊形式的規律性，宏观物体是指由大量的单个粒 
子(原子、分 子) 所构成的物体。这种規律性的一般性质，在很大程 
_上与物体中各个粒子的运动用什么力学一經典力学还是量子 
i 学——来描述是无关的;但是在这两种情形下，这些規律性的論 
证所要求的方式不同。为了叙述方便起見，我們将首先在經典力 
学可以适用的假設下来进行所有的討論。 

写出力学系統的运动方程式（其数目等于力学系铳的自由 
度)，幷把它們进行积分,原則上苹們可以对系統的运动得到詳尽 
无逍的知敏。但是如果我們所必須考虑的系統一虽然它》循《 
典力学的規律一具有非常大的自由度，那末吞实际应用力学方 
法时，我們就必然 S 到要写出幷解出这样多的微分方程式，其数目 
之多 ，一 般說来在实际上是不可能实現的。必須特別着重指 出：即 
使可以把达些方程式以普遍的形式积分出来，但是单单由于这一 
工作所必需耗费的时間和紙張，也使我們根本不可能把粒子的速 
度和坐标的初始条件代入通解中去， 

乍一看来可以由此得出 結論: 随着粒子数的增太,力学系袜的 
性质必然会变得不可想像地复杂和紊乱，因而在宏观物体的行为 
中我們将不可能找到任何規律性的迹象。但是事实幷非如此，以 
后我們将会 看到： 在粒子数非常大的情形下，出現新的独特的規 
律性。 

这种規律性——所謂統計的規律性——正是以存在大畺的构 
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成物体的粒子为其先决条件的，不論怎么样郁不可能把它們归結 

为单純的力学規律性。它們的特点表 現在： 当把它們应用到自由 

■ 

度数目不大的力学系統上去时，它們便失去任何意义。由此可見, 
具有大最自由度的系統的运动虽然与粒子数不多的系統的运动遵 
循同样的力学規律，但是大量自由度的存在,却导致性质上全新的 
規律悻。 

在自然界中,我們經常遇到的总是宏观物体,它們的行为不可 
能用純粹的力学方法作詳尽的描述，它 rr 所服从的是統計的規律 
性——这就使統針物理学成为理論物理学的重要分支之一^ 

为了義述經典統計学的基本問題，首先我們必須引入“相空 
間”的槪念,这一槪念以后我們經常要用到 & 

設我們所考虑的宏观力学系統有》个自由度。換句話說，这 
个系統的各点在空間的位置由 a 个坐标来表征，我們用字 母&来 
表示这些坐标，角标 i 取1，2,…, s 各値。于是系統在某一給定时 
刻的状态决定于該时刻的《个挫标 A 的値和 a 个与它們相应的速 
度 A 的値。在統計学中通常是用系統的坐标办和动最私(而不用 
速度)来表 征系統 的状态，因为这样做有很大的优越性。系統的不 
同犾态在数学上可以用相空間（这当然純粹是数学上的槪念）中不 
同的点来代表；在这个空問的坐标軸上标出的是該系統的坐标値 
和动量値。因此每个系統有它自己所特有的相空間，相空間的維 
数等于系統自由度数目的两倍。相空間的每一点，对应于系統的 
一組确定的坐标惙心和动量値外，因而代表这个系統的一个确定 
的状态。系統的状态随着时間而变化，相应地，相空間中代表系枕 
状态的点(我們以后把它簡称为“系栊的相点”)将在相空問中描画 
出一条曲綫，称为相軌道。 

現在我們来考虑任意的宏观物体或物体系統。假定系統是閉 
合的，就是說，它和任何共它物体都不发生相互作用。我們設想从 
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这个系統中划出某一部分,它同整个系統比較起来耍小得多，然而 

r 

同时它又是宏 观的； 显然，当整个系統中的粒子数足够#时，在它 
的一小部分中的粒子数仍然可以是很大的。我們把达个相对地讲 
很小、然而是宏观的部分，称为 子系統 。子系統仍然是一个力学系 ^ 
統， 诅絕不是閉合的，相反地，它遭受到来自系統的其佘部分的所 
有可餌的作用，由字其余部分的 g 由度数目非常大，这种相互作 
用具有非常复杂而紊乱的特征。因而子系統的状态随着时間以非 
常复杂而紊乱的方式变化。 • 

要精确地求解关于子系統的行为問題，只有逋过求解整个閉 

I 

合系統的力学問題的办法,也訧是說，只有通过写出幷在一定初始 
条件下解出全部！8分方程植相 I 办法;但 i 面已指出，这是个不能解 
决的問題。幸而,正是子系統状态的这种#常复杂鉍淦化过程，虽 
然使得力学方法不能适用，伹却給出了从另一方面解决这个問題 
的可能性。 

这个見的根据乃是：由于与系統的共余部分間的相互作用 
非常复杂而紊乱，我們所划分出来的子系«在足够长的时間內，将 
在它的所有可能的状态中經历足够多的次数。 

更精确地讲，这个情況应当表述如下。我們用 A ^ Aq 表示子 
系統相空閧中某个小区域的“体积”，对应于子系«的坐标 I 和动 

L I I 

置矜的値位午小間隔 Ah 和 . A 为內。可以确信，在足够长的时間 

I 

丙，子系統的十分紊乱的相軚道会多次地通过相空閧中毎一个这 
祥的区域。設在整个时間 t 內，子系統“处于”相空閧中給定区域 
內® 的 那一段时間为 A ；。 当整个时闕2 1 无®制地增大时， 

此、値|趋向午某个极限値 


① 为 w 短起見，通常我們按照习汝眯成 f 系嫌 1 #处于相空 m 的这域 APA9 中' 
这肘所指的*思 是：系 抹所处的状态就是用这一区域中的 p 点来代褒的。 
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w =\ im -=^ (1. 1) 

显然，可以把这一数値看作是当我們在某任意时刻观測子系統时 
发現它处于相空間中姶定区域 ApAq 內的儿率。 

当相空問中的体积元 ® 变为无限小时， 

dq dp — dg t dq^^dq s dpi dp^”dp n ( 1 , 2 ) 

我們可以引入来表示由这个体积元中的相点所代表的状态的 
几率，也就是坐标❼和动量内的値位于給定的的,内和仏+匈^ 
外 + dpi 之間的无限小的間隔內的几率。这一几率 dt £? 可以写成 
下式 


dw = pip h *^ p n9 q u …， 6) 办却， （1. 3) 

其中 〆 朽，…, p „, 办…,和)是全部坐标和全部动畺的函数（我們 
通常把它館写为或者甚至于簡单地写为函数>起 
舍相空間中几率分布“密度”的作用，称为該物体的統計分布函数 
(或簡称分布函数)。显然,分布函数应滿足所謂“归^£^^ ；； ™ 


I pdp dq — l t 


(1- 4) 


积分是对整个相空間来进行的。这个条件所表示的就是这样一个 
拿实:所有可能的状态的儿率之和应当等于一。 

对于統計学来讲,重要的是:某一子系統的統計分布与同一系 
統的其它任何小部分的初始状态无关，因为这种初始状态的影响 
在足够长的时 M 过程中被系統中其佘更为广太的部分的影响所完 
全消除掉。被划分出来的子系統的統計分布也与它本身的初始状 
态无关，因为随着时間的推移它将通过所有可能的状态，因而每一 
个状态都可以被选擇来作为初始状态。.因此不必考虚到用初始条 


® 以泪我們总是餱定用 (? 芦和句分铒表示系钸的全部动量坩分的乘枳和全部 
生榇微分的 申和, 



件来解决系統的力学問題的办法，就可以求出系統中各个小部分 
的統計分布。 

求出任意子系統的統計分布是統計学的基本課題。当我們說 
閉合系統的各个“小部分”时，应当注 意到: 我們所需要考虑的宏观 
物体通常就巳經是一个更大的閉合系統的这样的“小部分' 这个 
更大的閉合系統就是由达些宏观物体同它們周圍的外部媒质一起 
构成的 a 

如果上述問題巳經解决，因而該子系統的統計分布已經知道， 
那末我們就可以把任何依賴于子系統状态的（即依賴干子系統的 
坐标？和动量 P 的値的）物理量取不同値的几率計算出来。我們 
碑可以計算出任何这种物理量 Up , q ) 的芊均値，只耍把它的所有 
可能値乘以相应的几率，幷遍及所有的状态迸行积分，就可以得 

到。我們用在宇母上加一横綫的办法来表示的平均値，于是就可 
以写出公式 

i 

1= q)dp dq, ( 1 . 5 ) 

按照这一公式就可以用統計分布函数来計算各神物理量的平 
均値 a 

用分布函数来求平均(或者說，統計平均)使我們不必为了确 
定物理量/(奸2)的平均値而去追踪它随时間的眞实变化。同时 
也很明显，按照公式 a 1), 正是由于几率这一槪念的定义,統計平 
均是和对时間来求芊均完全等效的。后一种求平均的意思是：假 
如我們追踪物理量随时間的变化，那末一定能建立起一个函数 
然后把所要求的平均値定义为 

T 

■/⑴此 (1. 6) 

Q J 

从上面的叙述 可知： 由統計学所能作出的关于宏观物体行为 



6 


钫一章屹計物理学的某本 M 理 


的結論和預言具有几率的性质。这就是統計学不同于(經典)力学 
的地方，后者的結論是具有完全确定的性质的。但是必須着重指 
出，經典統訐学的結論的几率性质絕非它所硏究的客体本身所固 
有，而只是由于得到这些結掄所根据的数据比完整的力学描述所 
需要的数据要少得# (不需要知道全部坐标和劫量的初 始値） 的 
緣故。 

但是在实际上，当我們把栊計学应用子宏观物体时，它的几率 
性质通常完全不表現出来。这是 因为： 如果在足够长的时問問隔 
內观測任何宏观物体(处于稳定的，即与时間无关的外界条件下)， 
那末就会 发現： 所有表征这个物体的物理量 ® 在实 H 上都是常数 
(等于它們的平均値)，而很少显示出任何显著的偏差統計学 
的这个基本情况是从非常普通的考虑（将在下一节中 鬮明) 得出来 
的，而且所考虑的物体愈复杂、愈墉大，它也就愈正确。用統計分 
布的术語我們可 以說： 如果用函数0来构成一个表示物理量 
s ) 取不同値的几率的分布函数,那末这个豳数将在 f =7 处具 
有非常陡的极大値，即在最靠近板大値的范圍內这个函数才显著 
地不等于奪， 

由此可見，由子統計学铪出了計算表征宏观物体的物理量平 
均値的可能性，所以任何时間間隔只耍长到足以使物体初始状态 
的影响完全被消除掉，那末在这个时間閭隔的絕大部分时两內， 
統計学所作出的預言都是髙度正确的。在这种意义下，統計学的 

I 


①这里所指的 S 然是“宏现”最，它們所表征的是 SE 个物体或者它的备个宏現 
部而不是单令粒子。 

® 我 H 举一 个例子 来直现地脫明这一規則情确到什么程度。如果在某种气体 
中划分相一部分，譬如說只有1/100克分子，那耽会 犮現这 1/100克分子的物质的能 
釐对其平均値的平均扣对值 差是〜 10-1、如果我們想栗在一次现測中，发現敗董较为 
X 0-* 的相对《差 ，那末发現达种偏差的儿挛小锝出奇，杓为 10— 


. 铳計独立性 


預言实 际上具 有肯定的性质，而不是几率的性质 D (由子考虑到这 
一点,我們以琯在表示宏观最的卒均値时，几乎总是不在字母上加 
横綫了。） 

如果閉合的宏观系統处于这样一个 状态： 对子它的任何宏观 
的子系統而言,“宏观的”物理量非常接近于它本身的芋均値，那末 
我們就說，所考虑的閉合系統处于統計平衙的状态①。由上面可 
以看 出：如 果在足够长的时間間隔內观測閉合的宏观系統，那末在 
这个間隔的絕大部分时間內它都是处于統計平衡状态的^不論在 
任何初始时刻，假如閉合的宏观系統不处在統計平衡状态(例如， 
人为地对系統施加外作用，使它离开統計平衡状态,然后再把它孤 
立起来，使它重新成为閉合系統)，那末以后它終究会过渡到平衡 
状态。过渡到統計平衡所需要的时間称为弛豫时間。我們在上面 
所說的“足够长”的时間間隔，实质上就是指比弛豫时間长得多的 
时間間隔。 

与过渡到平衡状态有关的过程的理論,称为动力学;它本来就 
不是統計学的硏究对象，疣計学所硏究的是处于統計平衡状态的 
系統(在这本书中我們只从事于討論疣計学 ®)。 

§2- 統計独立性 

在§ ] 中所讲到的子系統本身幷不是閉合的。相反地，它們遭 
受到来自系統中其它部分的連續不断的作用。虽然这些部分比起 
整个大系統来要小得多，但是它們本身仍然是宏观物取由千这个 
躲故，我們可以认 为：在 不太长的时間間隔內它們的行为近似于閉 
合系袜。这是因为，子系统中与周圍部分发生相互作用的主要是 
那些在子系統表面附近的粒子。这种粒子的数目与子系統中粒子 


Q 統肘平衡也称为热动平衡或热平衡， 

② U 有 SS 11 M 20 所討論的是动力嗲問題， 
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总数之此随着子系統大小的增加而迅速下降，因而当子系铳足够 
大时，它与周圍部分相互作用的能量此它的內能要小得多。因此 
可以說，子系統是“准閉合的”。但是必須再次强調 指出： 子系統的 
准閉合性只在不太长的时間間隔內才能成立^而在足够长的时間 
間隔內，子系統之間相互作用的影响不管它是多么微弱，总是要显 
現出来 & 不仅如此，統計平衡之得以建立，归根到底就是全靠达些 
比較微弱的相互作用。 

各个不同的子系統可以认为是彼此微弱地相互作用着，这个 
事实也就相当于：可以把它們认为在統計的意义上是独立的。統 
計独立性意睐着:—个子系铳所处的状态絕不影响其它子系統处 
于不同状态的几率。 

我們来考虑任意两个子系統，幷設办和«表示 
它們的相空間体积元。如果把两个子系統的集合看作为一个耝合 
的子系袜，那末从数学的观点来看，子系統的統計独立性就意味 
着： 耝合子系統处于它的相体积元 dp aS ) d ^ - dp lI ) d ^ dp (2) d ^ 3) 
中的几率，可以分解为每个子系統分別处于办⑴却⑴和 dp ^ dq m 
中的 几率的 乘积，幷且毎个几率只依賴于它所相应的子系統的坐 
标和动量。因此可以 写出： 

pi^dp a ^dq {1 ^ — ptdp {t} dq tv • p^dp^dq^^ 

或 

Piz ^ PiPij (.2. 1 } 

其中是組合子系統的統計分布菡数,而内和是单个子系統 
的統計分布函数；对于几个子系統的集合也可以葛出类似的关系 
式①。 

显然它的逆定理也是成立的：如果某个复合系袜的几率分布 

①当然是在这样的条悴下：这些子系抹的集合仍然是整个閉合系的一个小 




_ta. Ifetm 立拄 

可以分解为几个因子的乘熟而毎个因子又只与表征复合系統的 
一部分的物理 S 有关，那末这就表示:达些 部分是 疣計独立的,幷- 
且毎个因子正比于相应部分的汰态几率。 

如果八和/ 2 是两个屬于不同子系統的物理量，那末从 
以及平均値的定义 (1,5) 直接 得到： 乘积 flh 的乎均値就等于 /i 
和: f 3 每个物理量各自的平均値的 乘积： 

我們来考察屬于某个宏观物体或它的某一部分的任意一个物 

理畺/。这个物理畺随时問而变化，在其平均値附近摆动。現在 

我們引进一个量，用它来量度这种变化的芋均幅度。我們絕不能 

取之差的平均値来作为这样的量度，因为物理量 f 对其 

平均値的偏差可能偏到这一边也可能偏到那一边 卜 !之差忽正 

忽負，因此它的平均値总是等于零，而不論 f 对它的平均値的显著 

■ 

偏差頻繁到何种程度。作为偏差程度的 S 度，最合适的是取这个 
差数的平方的平均値。因为 （A// 达个董总是正的，因此它的平 
均値只有当它本身趋于零时才趋于零;換旬話說，只有当 f 对7的 
显著偏差具有非常小的几率时,它的平均値才会很小。 

达个量称为物理最/的均方根起伏。应当注意， 

- 2 //+ 7 1 , 

由此得出 

(a7P=F-c/)S 3) 

b 

即一个量的均方起伏决定于它的平方的平均値与其平均値的平方 
之差 。 

比値 
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称为/这个釐的相对起伏。 ./ 这个量对它的手均値的偏差在某稗 
块:态申 ，〔可 能达到与平均値本身可以祖龙的程度;.相对起伏念小， 
則物体处于这种状态的时随就嚢不足逍。 

、 規在我們来 证明： 物 tfg 拥相封起伏随着它捫所从展的物体 
的尺度(粒子教)的增加耑很快地戚小为了证明这一点，应当預 
先 指出： 大多数在物理上有兴趣的量都是可加性的;这个情况乃是 
物体丰各个部分的准閉合性的結果，它的意思也就 是說： 整个物 
体的这钟物璉量的値等于它的各个(宏观)部分的該物理量的値之 
和。例如，物体中各部分的内能根据上述理由比它們的相互作用 
能耍大得多，所以整个物体的能畺可以足够精确地认为等于它的 
各部分的能量之和。 

- 設 f 是迖神苜加性的物理 量。’ 我們設想把所考虑的物体分割 
成数目很大的 W 个大致相同的小部分。于是 / = 其 中久是 

i-1 

颶于各个部分的物理量;对于平均値来讲也有同样的情况： 

s 

f-J：U 

卜1 

显然，随着部分的数目的增加，/大致与 W 成正此地增长。其次， 
我們来确定/这个量的均方起伏^我們有 

但是由于物体的各个部分的統計独立性，乘积的平均値 

— A / i * Affy —0 ( i =^&) ., 

为‘个 n 因而， ’ 

(2,4) 

I 

由此得出 結綸： 当 jv 增加时，均方起伏也将与 jv 成芷此地 
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增长。 而相对起伏由此可見将与 x / i 成反比，即 

7W 


(2,5) 


从另一方面表看，如果我們約定把均匀物体划分成大小一定的許 
多部分，那末显然，这些部分的数目与物体中的粒子(分子)总数成 
正比。因此我們在上面所得到的結果也可以用下列方式来 表述: 


任何可加性的量/的相对起伏与宏观物体的粒子数的平方根成反 
比地睬小，所以当粒子数足够大时，实転上可以认为/这个量本身 
就是不随时間变化的常数，幷且就等于它的平均値。这个結論在 
上一节中已經应用过。 


§3. 刘維定律 


我們現在进一步来研究統計分布函数的性质。 

假定我們在一个非常长的时間間隔內观测某个子系統。我們 
将把这段时間划分成大量的(在极限情形为无穷大）同样小的时間 
間隔，这些时間間膈的分界点在心 b …这些时刻。在每一个这 
种时刻,所考虑的子系統在它的相空間中由一点来代表（我們把这 
些点称为…)^这样得到的点的集合分布在相空間 
中，在极限情形下，它捫的密度在毎个地方都正比于分布菌数 
P ( P ， d 的値，这是因为，分布函数的意义就是子系統处于不同状态 
的几率 

我們可以不必考虑这些代表一个子系統在不同时刻、… 
所处状态的相点,而可以純粹形式地同时考虑大量的(在极限情形 
是无穷大）、构造完全相同的子 系統' 它們在同一时刻（譬如說 
卜 0) 分別处于相点…所代表的状态。 


①这种假想的全同系統的尨合 M 常称为 “袜朴 系综' 
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現在我們来追踪代表这些子系統的狀态的相点以后的运动, 
但是所考虑的时間間隔不能±长，这样就可以足够精确地把准閉 
合的子系統考虑为閉合系統。于是相点的运动所依据的力学方程 
式只包含子系統的粒子的坐标和动量。 

显然,根据在〗二0时的同样理由,在任何时剔匕所有这些相 
点将按照同一个分布函数 ?) 分布在相空間中。換句話說，相 
点虽然随着时間而运动，但是它們在每个地方的分布密度仍旧保 
持不变,而正此于相应的 P 値。 

相点的这种运动可以純粹形式地考虑为在25椎相空間中的 
稳定“气”流，因而可以对它应用表示气体“粒子”(現在的情形是相 
点)总数不变的熟悉的連績性方程。通常的連鑕性方程具有形式 

-|^-]-div(pv)=0 


( P 是密度， v 是气体的速度)，而对于稳定流动 有: 


div (户 v) =0- 


把上式推广到多維空間的情形，显然变为 



ipVi) = 0 , 


在我們現在的情形下,“坐 标”心 是绝标2和动量外而“速度”化二 
=先是它們对时間的微商4和 A 由力学方程式所决定。因此我 


們有: 


2 


9 




0^) + 


9_ 


(ppO 



把上式中的偏微商展开，可以 写成: 






r dpi 
办+也. 


= 0 - 


(3 1> 


§1 能量的作用 
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把力学方程式写成哈密頓形式 


dH 


Pi 


9H 

冗， 


其中 H = H(p, g) 是所考虑的子系統的哈密頓函数，我們就看到 

因此 (3.1) 式中的第二項恒等于零。而第一項不是別的，它正是分 
布函数对时間的全微商。因而我 們有： 


dp 

dt 


舎(办 + 勒 


a 


(3.2) 


因此我們得到一个重要的 結論： 沿着子系統的相軌道，分布函 


数保持恒定 ( 称为刘維定理 ) ；应当提醒一下，因为我們所討論的是 
准閉合系統 , 所以只有当时間間隔不太长、因而子系統可以足够精 
确地看作是閉合系統时，上面所得到的結杲才是芷确的。 


§4- 能置的作用 

从刘維定理可以直接得出 結論： 分布函数只能表示为变量 p ， 
5 的这样一些 組合： 它們在子系統作为閉合系統而运动时保持恒 
定 * 这就是所謂力学不变量或运动积分，大家知道,它們是运动方 
程式的一次积分。因此可以說，由于分布函数是力学不变量的函 
数，它本身也是运动积分。 

其次，分布函数所可能依賴的运动积分的数目也可以大大珙 
少。为此应当考 虑到： 两个子系統的集合的分布函数等于这 
两个子系統各自的分布函数 h 和内的 乘积： Pt^PiPa (参看 
(2.1 ))。因此 


In /t>ja=ln In /o 2 , 


(4,1) 





u 


笫一章秣訃物理孕的基本茁理 


也就是說，夯布函数的对数是可加性的量 K 而我們得出結 論:分 
布函数的对数不仅应该是运动积分，而且应該是可加性的运动 
积分。 

从力学中大家知道，总共存在着七个独立的可加性的运动积 
分：能量，动最矢量的三个分量和动量矩矢量的三个分量。我們分 
別用 E a ( p ， q ), Ffl ( p ， g )，?) 来表示第 a 个子系統的能量、动 
量和动量矩作为子系統中粒子的坐标和动量的函数。这些 最的唯 
一 的可加性耝合乃是以下形式的綫性 钽合： 

In pa = Ct a + 阳 a(p, q) +yp a (p, q'), (4. 2) 

式中 a a ，爲 y, 8 是常系数，幷且給定的閉合系統的所有子系統的爲 
7, 8应該是相同的 Q 

我們将在以后（第三章)对分布菡数 （4. 2) 作詳細的硏究。这 
里对我們重要的只是下面的事实。系数％就是归一化常数，由条 
件 {〜却〜却⑷ 来确定。常数 fty ， S —总共七个独立量—— 
显然可以由整个閉合系統的七个可加性运劫积分的常数値来 
确定。 

由此可見，我們得到了袜計学的一个重要結論。可加性的运 
劫积分(能量、动量和动量矩)的値完全确定了閉合系統的統計性 
质,也就是說完全确定了它的任何子系統的統計分布，因而同时也 
就确定了子系袜的任何物理量的平均値。正是这七个可加性运动 
积分代替了在用力学方法处理时所需要的多得不可想像的数据 
(初始条件)。 

上面的討論使我捫可以直接对閉合系統写出一个适于插述它 
的統計性质的簡单的分布函数。我們現在旣然知道不可相加的运 
动积分的植不会对系袜的統計性质发生影晌，那末任何函数 P 只 
要它只依賴于系統的可加性运劫积分的 k , 幷1滿足刘維定理，就 
可以用来描述系統的統計性质。最簡单的这种函数就是这样一个 




% 4 , 能的作 M 
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西数 A 在相空間中，对于所有对应于系統的能设、动量和动量矩 
的給定値瓜，的点 ， p = 常数（不依賴于不可相加的运劫积 
分的値)，对所有其它的点，显然，这样規定的分布菡数在 
任何情况下沿着系統的相軌道都保持常数，即滿足刘維定理 ^ 
但是,达样的表述不是很严格的。問題在 于：由 方程式 

机 P , “ P ( p , ?)= P 0 , M ( p , (4.3) 

所确定的点构成一个只有如 -7 維的子空問（而幷不像相空間的体 

积那 样是〜 維的)。因此，要使积分 fp 办匈不等于零，函数 〆 ?), 

4 

必須在这些点变成无穷大。閉合系統的分布向数的正确写法为 

P- 常数 S (忍 - 為 ) 3 (P - F 0 ) HM - M 0 ). (4. 4) 

心函数①的出現 保证: 在相空間中，凡是在 i?,P,M 这些量中有一 
个不等于它們的給定値尽)， Pa Mo 的那些点，/>就变成零。而函数 

H 

F 对任佝相体积的积分，即使包含上述子空間（或其一部分）的点 
在內，也仍旧是有限的 。 （4 4) 式所表示的分布称为微正則分布②。 

閉合系統的动量和动量矩是与它的整体运动勻速平动和 
勻速轉动——相联系的。因此我們可以說：进行着某神一定运动 
的系統，其統計状态只与它的能量有关 3 甶于这个緣故，在統計学 
中能跫起着非常特殊的作用。 

为了在以后完全不考虑动量和劫量矩，可以采用如下的 方法: 
設想把系統包藏在一个剛体的“匣子”中，幷且所用的坐标系相对 

I I 

于&匣字”是靜止的。在这样的条件下，动量 和动量 矩一般来讲已 

0) 关于3-闺數的定 X和性质——蒈如銳，可以砮看 本敎埕 第三卷“遗子力半”， 
S 5 e . 

® 我們再一次强賙指 m:. 这种分布栳不是闭合系较的 k 正的統計分布 a 承汰它 
是奠正的分布肤等于 断言： 閉仑系抚的相軌道在足够长的时問內无限靠近地通过由 
方程式 (4*3) 所决定的子空 M 内的任宠一点 & 但是，这个論断（通常称为假 
說）在一股埤形下分明是不正确的， " 
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不再是运动积分，而唯一留下来的可加性运动积分就是能置；同 
时,“匣子”的存在一般来讲也显然不会影响系統中各个小部分(子 
系統〕的統計性质 3 因此对于子系疣的分布函数的对数，我們有此 
(4- 2) 式更为簡单的表达式 

Inp a =a a H-^ a (p, qX (4. 5) 

而整个系統的微正則分布可以写成形式 

尸=常数3(眾一芯 0 ). ae ) 

一直到現在我們都假定整个 閉合系 統是处于統計平衡状态 

I 

的。換句話說，我們对系統进行考察的时間比它的弛豫时間要长 

I 

得多。 * 

但是，实际上往往需要在与弛豫时問可以相比的、甚至子較弛 

I r 1 

豫时間更短的时間內来考察一个系統。对于很大的系統而言这样 
做是可能的，因为除了整个閉合系統的完全統計卒衡以外,还有所 
爾非完全的(或局部的)平衡存在。 

問題是弛豫时間隨着系統尺度的增大商增长。由于这个緣 
故，系統的各个小部分本身达到平衡状态較之各个小部分之問建 
立卒衡要快得多^这就意味着：系統的每 个小都 分由它本身的 
(4. 2) 型的分布函数来描述，但是对于各个不同的小部分而言，分 
布参量尽7, 5的値是不相同的。在这种情形下可 以說： 系統处于 
非完全平衡状态。随着时間的推移，非完全平衡逐漸过®到完全 

平衡，幷1毎个小部分的参量民 y ， 8随时間緩慢地变化，最后在整 

■ 

个閉合系統中变戍完全相同。 

常常还需要考虑另外一种非完全平衡。这种非完全平衡的起 
源幷不是由于整个系疣的弛豫时間和它的各个小部分的弛豫时間 
有很大差別，而是由于在整个系統中所进行的各种可能过程的速 
度有很大萆别。如果几种物质之間发生化学反应，那末它們的混 
合物的非完全平衡就是最好的例子。由干化学反应的过程比較緩 




\ 


5 5 -統 ff 矩陣 


17 


慢，一般来讲,在分子的运动之間建立平衡較之在分子相互轉化之 

間达到平衡（亦即混合物的成分迖到平衡）耍快得多，这种情况使 
我們可以把混合物的非完全平衡看作是在給定的（实际上是不平 
衡的)化学成分下的平衡。 

非完全平衡的存在使我們可以引入一个关于系統的“宏观状 
态”的槪念。也就是說，不像力学的微观描述那样給出系統中全部 
粒子的坐标和动蚩，而是用一些确定系統的某种非完全平衡的物 
理畺，铪出它們的平均値来描述系統，这种描述称为宏观描述。例 
如，用作宏观描述的量可以是表征系統中各个足够小的、然而是 
宏观的部分——其中每一个部分都可以认为处于它自己的某种局 
部平衡中——的物理量的平均値 u 


§5 - 統計矩陣 


現在我价1来硏究有关量子統計学的特点的問題，首先应当指 
出： 在量子力学中正像在經典力学中一样，用純粹的力学方法来确 
定宏观物体的行为，自然也是毫无希望的 a 用这样的方法需要求 
解由物体全部粒子构成的系統的薛定謖方程式，——这个任务可 
以說要此把經典运动方程式积分出来更沒有希望。假如即使在某 
种場合下有可能求得薛定誇方程式的通解，那末也絕对不可能选 
擇和写出滿足題 S 的一定具体条件的特解，因为这种特解要用非 
常大量的各种最子数的确定値来表征。除此而外，我們在以后将 
看到:対 1 于宏观物体而言,定志这一槪念在某种意义上变成虛构的 
了，一这个情况具有重大的原則上的意义。 

从純粹的量子力学'观点来看，宏观物体与为数較少的粒子所 
构成的系統比較起赛，具有某些特点，我們先乘弄淸楚这些特点^ 
这些特点在干：宏观物体的能量本征値®中存在着异常稠密 

I 

的能級分布，由于物体中存在着非常大量的粒子，因而任何能 
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量，耝略地讲,都可以按无数种方式来“分配”給各个粒子，只要注 
意到这一点，就很容易理解能級稠密的原因了。这个情，况与能級 
稠密的联系，如果逋过一个例子来說明，就变得更为 明显： 譬如說 
我們所考虑的宏观物体是包含在某一体积內的 iV 个完全不相互作 
用的粒子所构成的“ 气体' 这个系統的毎个能級都是它的各个粒 
子的能量的总筘，幷且侮一个粒子的能量都可取一无限系列的分 
立値显然， 用所有可能的不同方式来选擇这个总和中灰項的 
値 ，我們就在系統的能譜中任意一个有限間隔內得到大量的可能 
的能量値，因而这些能量値的位置彼此非常接近。 

可以普遍地证明（参看 a is)), 在宏观物体的能譜中铪定的 
有限間隔内的能級数目，按指数規律随着物体中所包含的粒子总 
数的增加而增加，而能級間的距孩可用型的数宇来表示(其中 
a>l， 而 A' 的数 M 級为物体中的粒子数)，这个結論不淪用何种单 
位都沒有什么区別，因为各种能量单位之間的差別对于这样微小 
得出奇的数字来讲是完全无关紧要 的®。 

由于能級非常稠密，事实上宏观物体任何时候也不会处于严 
格的定态中。首先，在任何場合下，系統的能置値显然总是会“散 
布”开来，其范圍为系統与周圍物体的相互作用能量的数量級。但 
是相互作用的能量比起能极間的距离来耍大得不可計量，幷且这 
不仅对于“准閉合”的子系統 如此， 而且对于从任何其它現点看来 


0> 单个粒子的相邻能級 W 的 W 皤与包容它 的体积的綫度 I 的卒方 成反比 
邦中 m 是拉 子的质 s ，a 是 a 子常 数)。 

②应当說：以上的射論不适用于能譜中能量最低的区域；宏现物体的开头； l 个 
能珙之网的距离甚至可以不农賴于物体的尺度，例如，在电介质的电子能譜巾飴是鮰 
此一盎閱 S 69。但是达个情况对于以后的結論是板本不重耍的：因^宏观吻体的头 
几个能級之問的距离，知果表示为屬子单个粒子的能 i ， 那末还是小# 撖不足 进的， 
因而艰于单个粒子的能 S 还十分微小时》雔 & E 班达到了芷文中所提到的 P 密程度^ 


-統計矩陣 
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可以认为是严格閉々的系統也是如此。当然，在自然界中幷沒有 
完全閉合的系統，即沒有一个系統同共它任何物体的作用会捎确 
地等于零;事实上，总是会存在一些相互作用，即使可能微小到一 
点也不影响系統的其它性质， 怛是比 起系統的能譜中距离极为微 
小的間隔来还是非常大的。 

但是除此而外还存在着另一种 E 深刻的原因使得宏观物体实 
际上不 可能处于定态 3 从量于力学中大家知道，量子力学系統由 
某一波函数所描述的状态，乃是由于这个系統同另一个足够准确 
地遵循着經典力学規律的系統之間某种相互作用过程的結果而产 
生的，同时定态的产生具 W 恃殊的性质.在这 M 必須区別系統在 
相互作用以前的能设丑和由于相互作用的結果而产生的状态的能 
馇把。大家知道,①数量五和 W 的不准确度 AA ' 和与相互怍 
用辻程的持續时問由关系式 

么 t 

联系着。 Aif 和这两个誤差一般来讲是同一数量級的量，幷 
且分析表明：要使得是不可能的。因此可以确禧 成〜 

〜 #T。 但是要使得状态可以认方是定态，在任佾情况下不准确度 
Ac 

A £ T 都必須比到邻近能級間的距离小得多。由于后者极为微小， 
我柄墙到:假如要使得宏观物体处于任何确定的定态，就会奥求时 

間 Ai 〜无比地換句話說，我們所得到的結論仍旧 是：宏 

观物体的严格的定态是不可能实現的。 

一般 来讲,利用波:函数来描述宏观物体的状态是行不通的，因 
为事实上我們所可能积累的有关这种物体状态的数据，远不能与 


①例如参看本奉:程第三; T ‘董7为学' §44, 
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抅成状态的波萷数所必需的整套数据相适应 & 在某种意义上达里 
的情况是与經典統計学中所发生的情况扣类似的严是經典統計学 
中不可能計及物体中全部粒子的初始条件，因而也就使#对物体 
的行为作精确的力学描述是不可能的；当然,二者幷不是完全秦似 
的，因为我 們已經 看到，完整的量子力学描述之不可能，以及描述 
宏观物体的&函数之不存在，是具有更为深刻得多的理由的。 

大家知道，根据系統的一套不完整的数据来进行量子力学描 
述，是逋过所謂密度矩陣®來实現的。知道密度矩陣，就能够計算 
出表征系統的任何量的芊均値，以及这些量取不同値 的几率 ， 同 

j 

时描述的不完全性就 在千： 根据密度矩陣的知識,只能預料各种測 
量結果的几率如何，要更确切地甚至子完全确切地預料各种測量 
結果,只有根据一套足以建立系統波函数的、关于系統的完整数据 
才有可能。 

我們不預备在这里摘录畺子力学中太家熟知的关于坐标表象 
中的密度矩陣的公式，冈为达种表象在统計学中事实上是幷不采 
用的^但是我們重葙来证明，怎样可以直接引入在統計学应用中 
所需要的能量表象中的密度矩陣。 

我們来考虑某个子系袜，如果完全忽略掉該子系統同閉合系 
統中其余部分的一切相互作用，那末达样得到的各种状^就可以 
用来作为子系統“定态' 設是这些定态的归一化波函数（不 
带时間因子)，其中？按习憤代表子系統的全部坐标的集合，而角 
标《是区別不同定态的全部量子数的 集合; 这些状_的能量用私 1 
来表示。 

假定在某一时刻子系統处于一个由波函数中所完全描述的抆 
态。波函数少可以按照形成完全系的各囷数也来展开。我們 


①參看丰教程第三卷"最了-力学”， 



把这个展开式写成形式 


平；^ ( 5 . 1 ) 

大家知道，子系統的任何物理最/在該状态的平均値都可以利用 
下列公式根据系数 c„ 来計算 

(5.2) 

n- m 

式中 

= <5* 3) 

是/这个量的矩陣元 C / 是与它对应的算符)。 

子系 統的呈 子力学描述从完全过渡到不完全，在某种意义上 
可以认为是对子系統的不同中-状态来进行平均。由于这样平均 
的結果，乘积給出某些量的双重(有两个角标的）集合，我們 
把它們用来表示，而不能用任何形成通常单重集合的量的乘 
积形式来表系。現在/这个量的卒均值由形式为 

的公式来表示^ 这些量(一般来讲，是时閧的菡数）的全体就是 

能最表象中的密度矩陣;在統計学中杞它称为統計矩陣®。 

如果拒考虑为某个“統計算符的矩陣元，那末和式 

仏丄 就是算符乘积的对角綫矩陣元,而平均値 f 可以写 

n 

成这个算符乘积的迹(对角綫元素之和)的形式 

W/)- (5- 5) 

n 

CD 我們只讲到能1表象，这是因为 E 常在统計学中所采用的正是这种友象。但 
是直到現在为止，我們还沒有在任何地方迓孩利用过是定态的狡函数这一点。因 
此很明足，同样的方法丐以用来明定以 fr= 何完全的玫囷数系来表示的密度牮陣。 
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写成这样的形式其优点 在于： 給出了利用任意一个完全的正 
交归一化波函数系來进行計算的可能性;大家知道，算符的迹与用 
来确定矩陣元的函数系的选擇是无关的①。 

其它包含0„这些量的量子力学公式也要类似地加以改变,—— 
每一次的乘积 ctc n 都必須用“平均过的値”叫^来 代替： 

因此，子系袜处于第《个状态的几率等于密度矩陣中相应的对角 
綫元(代替模量的平方 CU 丄 在下面我們将用叫来代表这 
些矩陣元，显然它們是恒 正的： 

(5-6) 

幷且滿足归一化条件 

Sp W= y^.Wn = 1 (5. 7) 

71 

I 

(相当干条件乏 > rt ln > 

必須着重 指出： 只能在非常狹隘的情形下，討論这种对不同 
状态来进行的平均，所以引入这种平均，是为了說明怎样从 
完全的量子力学描述过波到不完全的量子力学描述,特別是，假如 
认为利用密度矩陣来描述就相当于子系袜以不同的几率处于不同 
的状态，而我們所进行的平均就是按这些几率来进行丰均，那就 
完全錯了，因为这样的断言是根本違反量子力学的基本原理的。 

由波函数所描述的量子力学系梳的状态冇时称为“純粹状 
态”，以区別由于密度矩陣所描述的“混合 状态' 但是必須預防在 

① 歩看本敦程 第三卷 子力学、对子群表象矩阵所进行的证叨，以同 
样形式适用于任何算符的矩 



b . 抗計矩陣 


上述盘义下对后者发生誤解 

利用由公式 4) 所确定的統計矩陣来进行芋均具有双重性 
质。它旣包含有与量子描述(甚至于是最完全的描述)本身的几率 
性质相联系的平均，又包含有由于我們对所硏究的客体数据不全 
而必須进行的統計平均。在“純粹状态”的情形下只剩下第一种平 
均， 而在統計的情形下总是出現两种因素的平均^但是必須 注意： 
这两种因素的平均是絕不可能彼此分隔开来的；整个芊均是一次 
进行的，而不可能表示为純粹的是子力学平均筘純粹的統計平均 
相继进行的結果。 

統計矩陣在量子統計学中代替了經典統計学的分布函数。經 
典統計学所作的預言具有差不多完全确定的性质，前几节中关于 
这个間題所讲的一切不仅适用十經典統計学，而且也完全适用于 
凰子統計学。在§2中所叙述的关于可加性物理量的相对起伏(随 
着粒子数的增加而)趋于零的证明，根本沒有利用到任何专矚于經 
典力学的特点，因此这个結果也完全适用于显子的情形。因而我 
們仍然可以 确信： 宏观垃在实际上仍然等于它&己的平均値。 

在經典統計学巾分布雨数 Pip , q ) 直接給出物体中粒子取不 
同坐标値和动量値的几率。在量子統計中則幷非 如此： 如*这个量 


①我們采指出一个判据，它使我們能够按照密度矩陣的形式来 样別所 討論的 
究党是“純粹”状态还是 1 ‘混合”状态。在栊粹状态的情形下，矩陣元叫应該可以表示 
为乘积 cjt Cm 的形式 D 因此我們有： 

™ c m 二 = 

Ja 

即 


也就是 說， 密度矩陣的平方应当等于它本身。 


i 
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只給出发現物体在哪一个量子态的几率，而对粒子的坐标値或动 
最値沒有任何直接的指示 ^ 

芷是由于量子力学本身的性质，在以它为基础的統計学中只 
可 能討論怎样去寻求坐标和动量单独的几率分布，而不能討論两 
者一起的几率分布，因为粒子的坐标和动量探本不可能同时具有 
确走的値。所寻求的几率分布必須旣考虑到統計的不确定性，又 
考虑到蛩子力学的描述本身所固有的不确定性。为了求出这些分 
布，我們再一次利用上而所用的討論办法。首先我們假定物体处 
于由波函数 （5.1) 所表示的純粹最子力学的状态。这时坐标的几 
率分布由模量的平方 

l ?: a = W 心 坑 虹九 

A m 

来确定，因此坐标値在某个铪定間隔却= 匈咖 2 “吻 s 內的几率等 
于要过波到混合状态的办法是把乘积 <心用統計 
矩陣元来代替，結果 | 市 r 变为和式 

» n 

但是按照矩陣元的定义可以写为 
因此 M 

tt m n 

因此，对于按坐棕的几率分布我們求出下列公式： 

dw q ^ ^,\\)jwybn'dq . ( 5 . 8 ) 

n 

在以这种形式写出的表达式中，可以利用归一化波函数的任何完 
全系作为函数 

a 

其次，我們来确定动是的几牢分布 D 所有的动量具有确定値 
的量子态对应于全部粒 F 的自由运动。我們用如 (0 来代表这些 
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状态的波函数，共中指标 P 按习慣川来代表全部动量値的集合。 
我們知道，密度矩陣的对角綫元是系統处-下相应的量子态的几率。 
因此，相对于波函数系来确定密度矩陣，我們就得到所要求的 
动 S 儿率分布公式 ® 

dw p = Wp^dp = dp \ JipW \} ipdq , (5* 9) 

■ 

其中 dp ^ dpidp ^^ dp ^ 

非常有趣的是，两种分布——按坐标和按动量的几率分布—— 
都可以由把同一个函数 

I ^ i ( q ) u ^ p ( q ) (5. 10) 

进行积分而得到。把这个函数对句进行积分,我們就得到按动量 
的分布。而把这个函数对办进行积分,我們就得到按坐标的分布 
(以如作为波函数完全系的(匕 8) 式)。但是,应当着重指 Bh 这絕 
不意味着函数 （5. 10) 可以看成同时是坐标和动量的几率分布;不 
要說,这种看法一般違反量子力学的基本原理,就是就 A 10) 式本, 
身来讲,它也是一个复数。 

56- 量子統計中的統計分布 

1 

在量子 力学中可以证明一个定理，这个定理与 S 3 中以經典 

力学为基础而得到的刘維定理完全类似。 

_ | 

为此我們来預先推导出一个普遍的量子力学方程式，它确定 
任何(閉合）系統的統計矩障对时間的微商仿效前节中所采用 

r 

的方锒,首先假定系統处于 一个“ 純粹”状态，它的波函数由极数形 

a 

式 (5.1) 所表萍^由于系統的閉合性，它的波:函数在以后任何时刻 
都将具有同样的形式，幷且只有系数〜是时間的函数，正此于因 

① 假定函数归一化为所有的动童的3-函數。 

② 在前一节中我們所討綸的是子系枕的密®矩陣 T 幷考虑到它的基本的統时 
应用 p 当然，密度矩陣岜河以甩來描述处于“皞合4坎态的閉仑系統。 
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子 


■Ent 


因此我 們有: 


d 


n D%c 瓜. 


过渡到在混合状态普遍怙形下的統訃矩陣的办法是把乘积 cU ^ 
用来代替。这样一来，我們就得到所求的方程式 


这个方程式可以改写为一般的算符形式，只耍注意到 


( 6 - 1 ) 


(疋你 一冗 m ) 沿 mn 二 〉」 (犯 mi 丑 i?i — 

i 

其中是系統的哈密頓算符焱的矩陣元，它在我們所取的能量 
表象中是对角化了的。闶此 

( 6 . 2 ) 

ft 

(应当注意这个式子与通常量子力学中物理最的时間微商的算符 
的式子差一个符号。） 

我們 看到： 耍使得統計矩陣对时間的微商等于零，算符&必須 
与系統的哈密頓算符可对 s 。 这个結果也就是刘維定理在量子力 
学中的 对应： 在經典力学中对分布困数稳定性的要求导致 W 是运 
动积分；而任意物理 fi 的算符与哈密頓算符的对易关系則恰恰就 
是該量守恒的量子力学表述 a 

在我們威兴趣的能量表象中，稳定性条件可以表述得特別簡 
单:从(6._ 1) 式可以看出,矩陣叫^应該是对角化的——这又和通 
常物理量的贵子力学守恒的矩陣表达式相符合（守恒量的矩陣随 
着哈密 頓算符同时化为对角化形式 h 

像在 § 3 中所做过的那样，現在我們可以把上面所得到的結果 


①在丰书中的 ft 都是代表曾朗克常数被 2 tt 除。 


§6. fi 子 楗計中 的統計分布 
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座用于准閉合的子系統，只要在所考虑的时間間隔內子系統的行 
为可以足够精确地看成是閉合的。因为按照統計平衡本身的定 
义，子系統的統計分布（在这里是统計矩陣)必須是稳定的，所以我 
們首先得出結論 ：所有 子系統的矩陣都是对角化的因此， 
确定統計分布的謀題归結为計算出几率= 它們就是量子 
統訐学中的“分布 函数' 任意物理量/的平均値的公式 （5. 4) 就 
簡化为 

I 


f =^ JOnfnn ； (叹 3) 

現在公式中只出現对角綫的矩陣元 

共次，考虑到泌必須是量子力学的“运动积分”，幷且利用子系 
統的淮独立性，我們就可以完全类似于公式 （4. 5) 的推导，而求出 
子系統的分布函数的对数必須具有形式 

( 6 . 4 ) 

(角标 a 用来区別不同的子系統）。由此可見,几率可以表示为 
只与能級数値有关的函 数了： w n = w ( D 。 

最后，在 S 4中曾經討論关于可加性运动积分(特別是能蛩)在 
怎样确定閉合系統的全部統計性质的間題上所起的作用，所有那 
些討論現在仍旧是完全有效的。这就使得我們对于閉合系妹仍旧 
有可能构成一个鮪单的分布函数,用来描述系統的統計性质,虽然 
它幷不是眞正的分布函数(像經典的情形那样)。 

. 为了 用数挙 来表述这个“量子的微正則 分布' 必須采用以下 
的方法。宏观物体的能譜“几乎是連績的'考您到这一点,我們引 
入关于閉合系統“处于”能量値的某个无限小間隔內的 fi 子态数目 


O 因为达一輪斯在一定程度上是与忽略子系袜肤此 W 的相互作用相联系的, 
所以可以吏糨确 地耽： 非对角綫元叫 M 随舂这些相互作用的相对重31性的贼鶸而趋 
于萆，因而随着子系敍屮粒子数的增加而趋于 
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的槪念我們用 dr 来代表这个 数目； 它在这里所起的作用类似 
于相空間体积元 dpdq 在經典的情形中所起的作用。 

如果把閉合系統考虑为是由許多子系統所构成的，同时忽略 
掉子系統之間的相互作用，那末整个系統的每一个状态都可以通 
过給定所有各个子系統的伏态来表示，因而閉合系統的状态数虹 1 
可以表示为各个子系統的量子态数的乘积 

dr = Jf^r fl (6.5) 

t a 

(但是必須使得所冇的子系統的能量总和恰好是在整个閉合系統 
所被考虑的能 S 値間隔之內）。 

現^£我們可以把微正則分布表述为类似于經典的（4.幻式的 
_ 

形式,即把系統处于 sr 个状态中的任一状态的几率写成下式 

如=常数 S (兀一風）] I dVa. (6. 6) 

a 

s 

§7.熵 

I 

我們将在比閉合系統的弛豫时間长得多的时間內来考察它； 
这也就意味着:系統是处于完全的統計手衡状态。 

首先我們对量子統計学的情形来进行以下的討論。我們把系 
抚分成大量的宏观部分（子系統)，然后来考虑其中的任意一个子 
系統。設祕*是这个子系統的分布函数；为了簡化公式起見，对汙 
(以及其它的暈)我們暫时把用来区分不同子系統的角标 a 褙略 
掉。函数切„举例来說可以用来訏算子系统的能量五取不同値的 
儿率分布。我們已經看到,叫可以写成只是能量的函数 


①必須記住，我們 B 經約定 （£4) 完仝不考虑单个系統的动量和动量矩，为此 
只要設想系陡被封閉到一个剌体的 “闽子 ”中去，幷且我們是用相对子匣子为靜止的 
坐标系东硏究的 & 
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(参； S(6.4)) t 为了要得到子系統的能量介于瓦和五+咖之間的 
閧隔內的几率灰(五)视,必須把泌(万)乘以能 M 介于这个間隔內的 
量子态的数目；在这里我們仍旧利用在上一节末尾引用过的关于 
“展开的”能譜的槪念^我們用 res) 来代表子系統的能量小于以 
及等于五的量子态的数目；于是能量介于五和丑+娜之間的状态 


数目可以写成形式 


dr (£ i ) 

~dE 


dE ， 


而按能量的几率分布为： 

I 


(7.1) 


归 一 化条件 

^W{E)dE^l 

在几何上表示：在曲綫 F = 以下所 包含的面积等于一。 

按照在 g 1中所作的普遍論断，函数 WOO 在丑二 S 时具有非 
常尖銳的极大値，幷且仅仅在这一点的邻域內才显著地不等于零。 
我們来引入曲綫疋 = 的“寬度” i 私 規定它等于这样一个矩 

形的寬度:这个矩形的高等于函数评(芯)在极大値处的値，而共面 
积等于一，即 

W(E)AE^L (7.2) 

注意到 (7.1) 式,我們可以把这个定义改写成形式 

w(^)Ar-l, (7.3) 

式中 ^ 

: Ar = ~^~AE (7.4) 


是与能量値的間隔相应的量子态的数目关于这样定义的量 
Ar, 可以說，它所表征的是子系統的宏观桄态按其微观状态的“展 
开程度”。至于說到間隔 Ai?， 那末按数量級来說它是 .同子 系統能 
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量的平均起伏一致的。 

上面所作的定义可以直接轉用到經典統計学中去，只需要用 
經典的分布函数 P 来代替函数 w { E \ 而代替 Ar 的是由公式 

p (S)ApAq^l (7. 5) 

所定义的相空間区域的体积 D 相体积 ApAg 和 AI 1 —样，所表征的 
是相空間內这样一个区域的 大小： 該子系統几乎全部时間都是在 
这今区域內度过的。 

从显子理論过渡到經典瑰論时，不难建立起 Ar 和 ApA? 之 
問的关系。从显子力学 ® 中火家知道，在准 鯉典的 、即近于經典力 
学的情形下，在相空間的任意一个区域的体积和該区域所“占省” 
的量子态数目之間可以建立起确定的关系；也就是圩以說, 毎个畺 
子态“占有”相空間中体択为〔2^^”的“X 胞是系統的 S 由度 
数目） P 因此显然在准經典的悄形下，状态数 ar 可以写成形式 




(<-6) 


其中 〃是該 子系統的自由度数目，这 t 公忒建立了 Ar 和 AjJAg 之 


間所求的对应关系。 

△r 这个董称为子系統的宏观状态的統訐权重,而它的对数 

<r^\n Ar (7, 7) 

称为子系統的熵。在經典的情形下，熵相应地由下列表达式来定 
义： 


ln (2 ^rr 


(7.8) 


这样定义的熵就像統計权重本身一样，是一个无量綱的量。因为 
在任何情形下抆态数 Ar 都不会小于一，所以熵也不会是負的。熵 
的槪念是統計力学中最重要的槪念之一。 


①例如 L 爹看本敎程第三卷”盘子 力学 、 SS 48,52, 



必須 指出： 如果完全停留在經典統計学的观点上,那末就根本 
不能引入任何关 F “微观状态的数0”的槪念，幷且我們就不得不 
直截把 ApA ? 这个 i 規定为統計权重。但是这个贵，像相空問中的 
每个体积一样，具有这重动量和》重坐标的乘积的 M 綱，也就是作 
用量的 s 次幂的量綱[(尔格 • 秒) S L 假如把熵定义@ In 
那末它就会具有作用 S 对数的特殊量綱 3 这就意 味着/ 当作用量 
的革位改变时，熵就会改变一个可加性常数；如果作用是的单位改 
变《陪，那末 么 P 厶 q 就变为而 In ApAg 就变为 In ^pAq + 

+^ln a 0 因此在純粹的經典統計学中，熵这个量只能精确到一个 

可加性常数，这个常数依賴于单位的选擇&在这种情况下，只有 

熵差，即熵在某种过程中的改变，才是与单位选擇无关的单値的 
量。 

与这种情况相联系的，就是在熵的經典統計学定义 （7. 8) 中出 
現量子常数 I 分立的量子态的数目的槪念不可避免地关联到不 
等于零的量子常数：只有这个槪念才使我們能够引入一个无量綱 
的統計权重，从而把熵定义为一个完全单値的量。 

我們直接用分布函数来表示嫡，就可以把墒的定义写成另一 
种形式。根据 (6. 4) 式，子系統的分布函数的对数具有形式 

hi v;(En) =a-\-$£J n . 

由于这个式子对成*是綫性的,所以 

这个量也可以写成平均値 In w (私 I )。因此熵 <J = lnAr = — In m { E ) 
(根据 a 3) 式）可以写成瑕式 

cr — - In w ( E n ) y (7.9) 

即可以把熵定义为子系統的分布菡数的对数的平均値（取相反的 
符号按照平均値的意义我 捫有： 
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— In (7.10) 

n 

这个式子可以写成普逼的算符 形式叫 

■ 

' cr — —Sp(w lnitf) ? (7* 11) 

而不依賴于选擇何种 E 函数系来确定統計矩陣元 D 
类似地，在經典統計学中，熵的定义可以写成形式 

cr= — ln[ (2 tt A) s p]=-|^] n [(27rA) s p^dpdq. (7.12) 

現在我捫回来考虑整个的閉合系統，幷令 ai \, Ar 2 ，…等表 • 
示它的各个子系統的統計抆重 & 如果每个子系統可以处于么匕个 
置子态中的一个_态,那末与此相应,整个系統显然有 

△r= 丑此 a 13) 

a 

个不同的状态 & 这个量称为閉合系統的袜訏权重，而它的对数 
称为閉合系統的熵显然 


(7.14) 

a 

即这样定义的熵是一个可加性的量：复合系統的熵等于它的各个 
部分的熵之和^ 

为了淸楚地理解这种定义熵的方法，必須注盘下述情况。处 
于完全統計平衡的閉合系統（它的总能量我們用風)来表示）的熵, 
也可以直接来定义，而不必把系統划分为許多个子 系統。 为此我 
們 設想： 所考虑的系統实际上只是某一想像的极为 巨大的 系統的 
一个小部分（由于这个緣故，通常把这个极为巨大的系統称为“恒 
溫器”或“热池”)。恒溫器被假定为处于完全平衡的状态，幷且使 
得我們的系統(:現在庀是恒溫器的一个不閉合的子系統）的平均能 

①按照一般法則，算符 ini 应当理解为这样一个算符：它的本征値等于笄符& 
的本征値的对数，而它的本征面致同：的本征函軚一致。 
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畺正好同眞芷的能量値—致。于是对我們的系統可以形式地 
假定一个分布函数其形式，与它的任何子系統的分布函数一样，幷 
且可以借助于达个分布来定义它的統計权重 Ar , 幷由此按照那些 
我們曾經用于子系統的公式 (t 3—12)来直接定义墒。显然，恒溫 
器的存在絕不会影响到我們的系統中各个小部分(子系統)的統計 
性质，因为它們在恒溫器不存在时就早已不閉合，而是同系統中其 
余部分处于平衡的了。因此恒溫器的存在幷不改变这箜小部分的 
統計权重因而刚才用上述方法所定义的統計权重也就同先 
前以乘积形式 a 13> 所定义的統計权重相一致。 

到現在为止,我們一直假定閉合系統是处于完全統計平衡的。 
現在应当把上面所作的定义推广到处于任意宏观状态（不完全芋 
衡）的系統上去。 

我們假定系祙处于某种不完全的芊衡状态，幷且在比完全平 
衡的诹豫时間短得多的时間間，陆 a (內来考 虑它。 这时我們必須 
用下列方式来定义熵 v 我們想像把系統划分为 1 許多小部分，它們 
是这样地微小，以致它們各自的弛豫时間都比 Ai 小得多（应 当記 
桴，弛豫时閧一般来讲是随着系統尺度的滅小而戚小的）。这些子 
系統可以认为在时閭 Af 內是处于各自的局部平衡状态，它們由 
一 些确定的分布函数所描述，因此，对它們可以应用統計权重 Ar fl 
的上述定义，幷且达样来計算它們的熵子是整个系統的統計 
权重 Ar 可以定义为乘积 （7, 13)，相应地，它的熵 cr 定义为熵 

I 

之和 C 

我們把不手衡系统的熵定义为它的各部分（滿足上述条件）的 
熵之和，伹是必須强調 指出： 这样定义的熵，如果現在只借助于恒 
溫器的槪念，而不把系統划分为許多部分，是不可能計算出来的。 
苘时,如果毎个子系統本身已經处于各自的“完全”手衡状态，那末 
把备子系統再进一步划分为更小的部分幷不改变熵的数値，只有 
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在这种意义下，上述定义才是完全单値的。 

特別应当注盘的是时問在熵的定义中的怍用。熵是一个表征 
物体在某个不等于零的时間問隔 Af 內的平均性®的量。給定 A * 
后，为了确定熵 A 我們必須想像地把物体划分为許多小部分*它們 
是这样微小,以致它們各自的弛豫时間都比么£小得多。因为这些 
部分本身必須同时又是宏观的，所以很明显，对于过分短的时間間 
隔 Ai 而言，熵的槪念就完全失去 意义】 特別是根本不能談到墒的 
瞬时値。 

这样我們就給出了熵的完整的定义，現在我們来閛明这个 fl 
的最重要的性质和它的基本物理意义。为死必須用到微正則分 
布，按照这种分布,可以利用形式 ( 6 . 6 ) 的分沛函数 

加=常数《(五一瓜） . J\_dY a 

来描述閉合系統的統計性质 6 在这里可以理解为函数 1 ^ 0 ^) 
的微分， ± VC ^) 是子系統的能量値小于和等于足^的量子态的数 
目；我們把出 C 的形式改写为 


dw = 


常数 aw -風) IT 

a 



a is) 


統訐权重 Ar a 按照它的定义是子系統的平均能量犮 c 的函数; 
对于熵也是 如此： 現在，我們形式地把^^和〜考 
虑为眞芷的能量値私 z 的菡数 (这些函数也就是 Ar a 耜实际上 


依賴于的同样形式的®数)。于是我們可以在 a 15) 中用比値 


来代替撤商其中 Ar fl 是在上述意义下来理解的， 


私的函数，而相应于 AT fl 的能量値間隔（也是芯,的菡数)。 
最后，用 eW 〜来代替 Ar^ 我們 得到： 

常数 月。)證， (7.16) 



式中 
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是整个閉合系統的熵，它应理解为系統的各个部分的实在能量値 
的晖数。在 因子， 的指舨中是一个可加性的■&因此这个因子是 
能虽馬的急剧变化的函数。与这一函数比較起来， H 这个 

U 

量对能量的依賴关系就完全无关重要了，因此我們可以用式子 


如=常数 & (E-E Q )e^J[dE a (7 - 17) 

, a 


来代替 (7.16), 而仍旧具有根高的精确度。 

但是，被表示为正比于所有微分的乘积形式的不是別 
的，而正是所有的子系統处于給定的到尽之間的能量間 


隔內的几率^因此，我們看到 :这个 几率被系統的熵——作为子系 
統能量的函数 ■ ~■所确定；因子 S(E— 私)保证总和五=1；為等于 
系統的給定能量値忍。。我們以后将看到,.熵的这个性质是它的袜 
計应用的基础。 了 


我們知道:丑^諸能量的最可几値是它們的平均値这就意 
味着： 函数 Or(^,i? 2 , …） 应当在風=氬时具有最大的可能植(在 
給定了总能量値的条件 下)。 但是龙„正好是与系統的 
完全統計平衡伏态相对应的諸子系統的能量値^因此，我們得出 
下述的重要 結論： 閉合系統的熵在完全統計平衡状态时具有最大 
的可能値(在給定了系統的能量的条件 下）。 


最后，我們再对任何子系疣或閉合系統的熵函数 cr=crCE) 指 
出1个有兴趣的解釋（在后一神情形，假定系統处干完全平衡，因 
此它的熵可以表眾为只是它的总能最的函数X A 五是以一定的方 
式表征几率按能量的分布的寬度,統計权重 Ar= P ⑻按照它的定 
义就是系統在間隔 A 忍內所包含的能級数目。以 Ar 除 A 五，显然 
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我們就得到在所考虑的系統的能譜的这个区域（在能量値五附近 

的区域）內相邻能級之間的平均距离。把这个距离表示为 />( 五)， 

«• 

我們可以写出： 

气 (7.18) 

因此，函数0<忍)确定了宏观系統的能譜中能級的稠密程度。由于 
熵的可加性，我們可以說:宏观物体的能級間的手均距离随着它的 
尺度(布即它所包含的粒子数)的增大而指数地咸小。 

§8_ 熵增 长定律 

如果閉合系統幷不处于統計平衡状态，那末它的宏观状态将 
随着时間而变化，直到系統最后达到完全平衡的状态为止。用能 
量在备个子系統之間的分布来表征系統的毎一个宏观状态，我們 
就可 以說： 系統依次所經过的一系列状态对应于愈来愈可几的能. 
量分布。一般来讲，几率的这种增长是极为迅速的，这是由于上节. 
中所 W 明的它的指数性质的綠故。我們已經 看到： 几率由表达式 
P 所决定，而在它的指数中是一个可加性的量——系铳的熵 。因 
此我們可以說，在非平衡的 m 合系統內所发生的过程是这样进行 
的： 系統从具有較小熵的状态連績 地过渡 到具有較大焫的状态，直 
到最后熵达到了相应于完全紘計平衡状态的最大可能値时为 
由此可見，如果閉合系統在某一时刻处于非平衡的宏观状态， 
那末最可几的后果是系統的熵在以后諸时刻单調地增长。这称为 
嫡 增长定律或“热力学第二定律”。这个定律由克劳修斯发現，而 
它的統計基础是由玻耳茲曼給出的。 

在談到 H 最可几的”后果时，必須注盘到：在現实中，过渡到較 
大熵的杖态的几率,与不論熵有多少明显的减小的几率比較起来， 
是占如此压倒的优势，以致干后一种情形事实上从来沒有在自然 
界中被观察到过，如果撇开由于极为微小的起伏所引起的熵的戚 
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小不談，那末我們就可以把墒增长定律表述 如下： 如果在某一时刻 
閉合系統的熵不是最大，那末在以后諸时刻熵不会臧小一只会 
增加或者在极端情况下保持常数。 

毫无疑問，这里所作的簡单的表述是符合現实情况的;它們被 
我們所有日常的观察所证实。但是当更深入地来考虑关于这些規 
律性的物理本质和来源的問題时，就出現了重火的困难，这些困难 
在一定程度內到現在还沒有解决。 

首先,如果我們企图把这些表述应用到整个宇宙上去,把宇宙 
看作为一个单一的閉合系統，那末我們立刻会遇到理論和实驗之 
間的显箸的矛盾。按照这些表雄，宇宙应該处于完全統計平衡的 
状态。更精确地讲，宇宙中任何一个不論多大但是有限的区域(它 
的弛豫时間在任何情况下都是有限的)应該处子平衡状态。同时 
日常經驗 使我們相信： 自然界的性质与一个平衡系袜的性质毫无 
共同之处,而且天文学数据也表明:对于我們的观測所能达到的整 
个巨大宇宙范圍,情况也是相同的。 

似乎我們可以皎法来消除这种矛盾，只要假定宇宙中我們所 
能观測到的部分幷不是別的、而是整个平衡系統中某^大規模的 
起伏(所謂“起伏_設”就行了）。我們之所以能够观測到这样 S 大 
的起伏，这一假設可以这样来解 釋:这 种起伏的存在乃是现測者生 
存的必要条件(使得有机体能够发育的条件)。但是这种論点是經 
不起任何批判的，这是因为，譬如說，单是一个太阳系的体积內的 
起伏,就必需具有火得无可比拟的几率,才能充分保证观測者生存 
的可能。 

在批判“起伏假設”的同时，必須指出它在当时曾經起过进步 
的作; H , 玻耳茲曼曾經提出它来反对一种反科学的 观点，即 认为宇 
宙在某一时刻 被“創 造”出来、而現在正逐漸趋向于热平衡的观点 3 

宇宙的实际行为和統訐学的要求之間的这种矛盾，正如理論 


1 . 
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和做得很仔紺的实驗之間的任何矛盾一样，正是表明理論对于所 
硏究的对象——整个宇宙——完全不能适用。我們可以立刻着重 
指出： 由于已經这样证明了理論之不能适用，所以企图从这个理論 
来預言宇宙未来的行为显然是毫无意义的。例如，关于字宙在未来 
必然进入統訃平衡状态的不管什么样的結論——所謂“热死說”， 
都是毫无根据的。順便說一下，这样的結論必然会从上面所提到 
的“起伏假設”得出来，因为任何起伏，不論它多么大，最后必然消 
逝，重新回到它所起源的手衡状态。 

这样产生的矛盾可以在广义相对論中得到解决。达是 冈为： 
当我們考虑 宇宙屮 的大区域时，卉中所存在的引力場开始起重大 
的作用。大家知道，根据广义相对論，引力場不是別的，而就是用 
度規張量5^来描述的时空度規的改变。在硏究物体的統計性质 
时,时空的度規性质在某种意义上可以看作是該物体所处的“外界 
条件' 但是，閉合系統在足够长的时間內必然站到手衡状态这一 
論断，当然只是对处 T 稳定外界条件下的系統而言的。一般来讲， 
度規張蛋不仅是坐标的菡数，而且也是时間的函数，因此在这种情 
况下，“外界条件”决不再是稳定的了^同时，:®要的是引力場本身 
不能当作閉合系統中的一部分来考虑，因为这样就会使得那些正 
是作为統計学基础的守值定律(这一点我們在前面已看到)直截变 
成恒等式。由于这个緣故，在广义相对論中， 螫个 宇宙不能看成 
是一个閉合系統，而必須看成是一个处千变化的引力場中的 系統； 
因此应用熵增长定律不会得到关于必然达到統計平衡的結論。 

因此，关于把宇宙作 为螫体 来考虑的問題，在 h 面^討論的一 
部分中，至少把表面矛盾的物理根源弄淸楚了。但是，在討論熵增， 
长定律的墓础时所引起的困难尙未完仝解决。 

大家知道，經典力学身相对于时間的两个方向是完全对称 
的分以- i 代替 i 时，力学方程式保持 不变； 闳此，如果这些方程 
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式允許某一种运动，那末它們同样也允許正好完全相反的运动，在 
这种运动中力学系統以完全相反的次序通过相同序列的位形。自 
然，这样的对称也必然会保持在以經典力学为基础的統計学中，因 
此，在宏现的閉合系統中 K 耍可能有一个沣随着熵的增长的过程, 
那来也一定可能有一个熵臧小的逆过程。但是，前面对熵增长定 
律所作的表述本身幷不与这个对称性发生矛盾，因为其中所讲的 
只是一个宏观地描述的状态的最可几的結果。換句話說,.如果給 
定了一个非平衡的宏观状态，那末熵增长定律只是 断言： 在滿足該 
宏观描述的所有微观状态屮，共絕大多数在以； n 諸时刻都是使得 
熵增长的。 


但是如果把注意力轉到这个問題的另一方面，矛盾——而且 
是非常深刻的矛盾——就发生了 & 在表述熵增长定律时，我們所 
讲的是关于在某一时刻給定的宏观状态的最可几的結果。但是这 
个状态本身一定是由于自然界中所发生的某种过程的結杲而从另 
—个状态发展过来的。相对于时間的两个方向的对称，意味 着:关 
于閉合系統在 f 时的任何任意选擇的宏观状态，不仅可以 断言: 
它在的絕大可能的后果是熵的增加,而且还可以断言它本身 
又絕大岢能是从一个熵較大的状态发展过 来的； 換句話說，在我 
們任意选擇宏观状态的时刻作为时閥函数的熵必然絕大可 
能有极小値存在^ 

但是，这样的說法当然和熵增长定律毫无共同之处，根据熵增 
长定律，在 S 然界中所有实际存在的閉合系統的熵从来不会戚小 
(除了十分微小的起伏而外)。同时，正是熵增长定律的这种普遍 
表述完全为自然界中发生的一明現象所证实。必須强調指 出：它 
和本节开始时所袷出的表述絕不是等效的，这一点似乎很明白。 
假如要 M —种表述得到另一种表述，就不得木引入观测者的槪念， 
他在某一时刻人为地“制造”一个閉合系統，以使得关于系統以前 
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的行为的問題根本不存在；把物理定律同观測者的屬性这样朕系 
起来当然是根本不能容許的而且是反科学的。 

这样表述的熵增长定律究竟能否在經典力学的基础上推导出 
来，現在还完全不淸楚。应当指 出：由 于經典力学的方程式相对于 
时間的反号是不变的，因而只能討論熵的单調变化的推导。假如 
要得到熵单調增丧的定律，我們就不得不把将来这一时問方向确 
定为熵增加所进行的时間方向。这样就还要发生如何证明将来和 
过去的这样的定义是同它們的量子力学定义等同的的問題（詳 
下文)。 

更自然会 想到： 在上述普遍表述 K 的熵增長定 律丼起 源是由 
于量子力学效应的綠故。 

大家知道，量子力学的基本方程式——薛定誇方程一本身 
相对于时間的反号也是对称的（在同时把波函数乎換为少"的条 
件下) 。这意 味着:如果在某一时刻心波函数給定为、乎(卜)， 

I 

幷丑根据薛定鍔方程，在另一时刻它应当变成等于 ▽ A ), 
那末从到平(^)的过波是可逆的；換句話說，如果在初始时 
刻，乎-那末在时将有平 = f ( G )。 

虽然有这种对称,但是，实际上量子力学却隐含着两个时間方 
向的非等同性。这种非等同性的出現是由于量子客体与足够精确 
地服从經典力学的系統的相互作用过程而引起的，这种过程在量 
子力学中是基本过程。也就是說 7 如果词給定的一个量子客体依 
次发生两个相互作用过程（我們称它 H 为4和 B ), 那末只有在过 
程』 发生于过程 B 以前的情彭下，才能够 断言: 过程 B 的某一結果 
的几率是取决于过程4的結果的。 

因此，在量子力学中，时間的两个方向具有物理上的非等同 
性，因而很可能它的“密观的”表現就是熵增长定律。但是直到現 
在还沒有人能够多少令人信服地探索出这一朕系幷证明其确实存 



. 熵增长定律 


在。如果熵增长定律的来源确实如此的話，那末必定存在一个含 
有量子常数 A 的不等式，它旣保证这个定律的正确性，又能在現实 
世界中得到滿足(幷且可能綽綽有余)。 

概括起來，我們再次重述一下熵增长定律的普遍 表述: 在所有 
存在于 S 然界的閉合系統中，烟从来不会咸小——它总是增加或 
者在极端情况下保持常数。相应于这两种可能性，通常把所有发 
生在宏观物体中的过程分为不可逆的和可逆的。我們把前者理解 
为整个閉合系統的熵随之增长的过程；按照相反次序重复的过程 
是不可能发生的，因为在这种情况下熵不得不变小了。如果閉合 
系統的炳在过程中保持常数叭因而过程也可以按扣反的方向进 
行，那末这一类过程就称为可逆过程。自然,严格的可逆过程是理 
想的极限情形；实际上在自然界中所进行的过程只在或太或小的 
精确程度下才是可逆的。 


①应当着重指出：这时系校中各个部分的埔不一定也非保持常数不可, 
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§9. 溫度 

表征物体宏观牧态的物理量称为热力学量^在这些量中間有 
一些这样 的量： 它們不仅具有热力学的意义，而 JL 也具有純粹力学 
的盘义；例如能虽和体积就是这样。但是还存在另外一种类型的 
量,它們只是純悴統計規律性的产物,而在应用于非宏观系統时就 
根本沒有意义；例如熵就是这样。 

以后我 W 要推导出热力学量之問的一系列关系式，不論这些 
热力学量是屬于仆么样的具体物体，这钱关系式总是成立的，这 
些关系式称为热力学关系式。 

在运用热力学量的时蛱通常对它們所經历的微小起伏晃不感 
兴趣的。因此，我們也就照例完全忽略掉这些起伏，而认为热力学 
量只在物体的宏观状态改变时才会改变 ®。 

我們来考虑彼此处千热爭衡的两个物体，幷且这两个物体一 
起組成一个閉合系統^于是，这个系統的熵&具有最大的(在系統 
的能虽給定为刃的条件下）可能値 3 能量万是每个物体的能量万 i 

及為之和： +^2 o 系統的滴 17 也是如此，幷且每个物体的 
熵都是該物体的能量的 國数： o -= o 1 (^ 1 )- f t r 3 ( J ? 2 ) 0 因为馬= 
=芯-及，其中芯是常数，所以^实际上只是一个自变量的函数, 
因而极大値的必要条件可以写成形式 

dtr d(Ti dcr^ dE 立 dcr^ 

d£Jx tii?i 

由此， 



© 热力学最的起伏将在专門讲这个問粗的第十二章中进行时綸。 
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§9. 溫度 


iZ 



这結論不难推广到任意数 B 的物体彼此处于平衝的情形。 


由此可見,如果系統处于热动平衡状态，那末熵对于能量的 m 
商，就系統中所有各部分来說，都是相等的，亦即在整个系統內都 
是常数。物体的熵^对于它的能钍五的微商的倒数称为該物体的 
絕对溫度，或簡称为溫度吻 


dir — 1 

dE = W 


汍 1) 


因此彼此处于平衡的物体的醢度是相等的： 

正如熵一样,溫度显然也是一个純粹統計性质的量，只对于宏 
观物体才有意义:^ 

共次，我們来考虑一起耝成一个閉合系統、但彼此幷不处于平 
衡的两个物体/它們的溫度呔和 ® s 是不同的。随着时間的推 
移，在这两个物体之間将建立起平衡状态，幷且它們的溫度也将逐 

I 

漸趋于相等^冏时它們的总熵 O—c^ + cr 2 & 必然会增长，即熵对 
于时間的微商是正的： 


cJcr _da^ dcr 2 __ da 立 dE 

lf = lf 十 I = H 十 H ， 


因为总能量守恒，所以 


dE -\ , 




dt dt 


h 因此 


dcr 


/ do j ^ / _1 q 

\dEi d^J dt ~\^h ©2 / dt * 


dt \dE' d^/ dt \(^x © 2 

設第二个物体的溫度高于第一个物体的溫度(％>吮)。于是 


-— IWP 

01 0 a 


>0,因.而我們 求得: 


dt 


>0 


相应地換旬話說，第二个物体的能釐减小，而第一个物 
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体的能最增加。溫度的这一性质可以表述为：能量从溫度較髙的 
物体轉移到溫度較低的物体。 

熵 a 是一个 无最辋 的量。因此，根据定义 (9. 1>,溫度 © 应当 
具有能量的量綱,所以可以用能量的单位来量度，例如用尔格来量 
度^但是实际上，通常用来量度溫度的是一种特辣的单位，达种单 
位称为愷耳文度，或餹称度，如杲 © 代表用尔格来量度的溫度， 
而; r 代表用度来量度的同一溫度，那末它們之間存在着关系式 


的二 kT ， (S. 2) 

式中比例系数知即一度的尔格数，称为坡耳茲曼常数,它等于 ® 

左二 L 380 xlCT t6 尔格/度。 

如果用度来量度溫度 A 那末为了避免在热力学关系式中出 


現常数私可以很方便地在熵的定义中引人乘数屯而得出用下式 
来定义的最及 

S = hr , (9-3) 

幷且也称为熵。于是溫度的定义可写成形式 


dJS 


(9. 4) 


S 10 . 宏观运动 

物体的各个宏观部分作为整体而参与的运动称为宏观运动， 
以区別于分子的微观运动，現在我們来考虑在热动平衡状态下可 
能有怎样的宏观运劫的問題。 

把物体划分为很多小的(但是宏观的)部分,幷設恚，見和 p a 
分別代表第 a 个部分的质量、能量和动量。毎一部分的熵凡是它 
的內能的闺数，也就是說，是它的总麁量風*和它的宏观运动动能 

I 

①为 供参％ 起見，我們这里再給出度和电子伏持之 w 的換算 系数： 1电子伏 
特 d 11606 度。 



§ ia 宏現运动 
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^•之差的函数因此物体的总熵可以写成形式 

心2凡(私- 盖). m i ) 

我們假設物体是閉 合的。 于是除了物体的能量守恒而外，它 
的总动量和总动 s 矩也是守 恒的： 

: S p «= 常数， ； Si > JU = 常数 （10.2) 

a a 

( r a 是物体的第 a 个部分的矢徑)。在平衡状态中，物体的总熵& 
作为动量5的函数，在附加条件 (10. 2) 下具有极大値。根据熟知 
的拉格朗日不定乘子法，今和式 

XK^ + aPa-1-btr^]) (10,3) 

a 

(式 中士 b 是恒矢量）对 p , 的微商等于零，我們就求出总熵为极 
太値的必要条件。把凡对 p a 进行微分气再根据溫度的定义，就 
給出 

是馬卜―是) 一 £蚤 =_ j 

( v „ = I ^是物体的第《个部分的速度 y 因此,把 (10. 3>对 P fl 进 
行微分,我們就求得： 


或 


-令 ㈡ 0, 


①任何物体的熵都只是它的內能的酉敢。这从下面亊实可直抜 推出： 由于伽 
利略相对性原 理:物体的最 尹态的数目，从而它的統計杈重(其对敢等于垴 )> 在所有 
的值性参照系（包括物体在其中是靜止的参照系在內）中，都必然是相同的。 

© 标 fi 对矢贵 的微商应理解为这样一个矢毋：其分 s 等于坛量对-了該矢 fi 的 
諸分里的微商， 





is 


笫二帘热力 7 菇 

V a = u +[ ar a ], (10.4) 

式中 u=Ta, n=^Tb ® 是恒矢贷。 * 

我們所得到的这个結果其有簡单的物调意义。如果物体所有 
各部分的速度都由 （10.4) 式所确定，那末因为 u 和 n 对于所有各 
部分都是相同的，所以这就盘味着：我們所討論的情形就是物体以 
恒速度 U 作整体的芊动和以恒角速度 n 作整体的轉动。因此我 
們得到一个重要的 結論: 在热动芊衡枕态中，閉合系統只可能整体 
地作勻速的平动和轉动；任何一种內部的宏观运动在平衡状态中 
都是不可能的。 

以后我們通常只硏究靜止的 物体; 相应地，能量 丑也就 是物体 
的內能^ 

到現在为止，我們只利用了墒（作为动量的函数）取极大値的 
必要条件，而还沒有利用附加到墒的二阶微商上的充分条件。不 
难看出：后者引导出一个非常重要的 結論： 溫度只能是正的，即 
要诬明这一点，甚至不必实际算出二阶微商，而只耍进行 
以下的討論就够了。 

我們来考察一个整体地靜止的閉合系統。假如溫度会是負 
的，那末墒就会随着它的宗量的珙小而增长。由于熵有增长的趋 
势，物体就会有自发地瓦解为相互飞敢（同时保持总动量 =0) 
的各部分的趋勢，以使和式 （1.0. 1) 中的毎一个况 1 的宗量取尽可 
能小的数値。換旬話說，在了<0时，根本不_4能有平衡牧态的物 
体存在。 

但是，在这里还应当指出下述情况。虽然物体的溫度或共任 
何一部分的溫度从来不可能是負的，但是在不完全平衡的情况下 
却被证明是可能的，在这种情况 F 与物体的一部分自由度相对应 


①溫度 r = o ( 耜对苹度)位于垓氏溫标一 
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的溫度可以是負的（詳兑纟70)。 


§11. 絕热过程 

在物体所經受的各种不间类型的外界作用中問，有一种特殊 
类型的作用，其作用归結为改变物体所处的外界条件。我們把外， 
界条件广义地理解为各种不同的外場。实际上，最常遇到的外界 
条件就是規定物体外形的体积。在某种意义下，这种情形也可以 
看成是一种特殊类型的外場，因为限制着体积的器壁,就其作用而 
言，就相当子一个防止分孑向外逸出的无限高的势垒。 

如果除了外界条件的改变以外，物体不再受到其它任何作用 
的話，我們就說物体是热絕緣的。应当强調 一下: 虽然热絕緣的物 
体同其它任何物体弁不发生直接相互作用，但足一般来讲，它当然 
不再是閉合的，因而它的能量可以随时間变化。 、 

从純粹的力学观点来看，热絕緣的物体不同于閉合物体的地 
方 在于: 由于有变化着的外場存在，它的哈密頓函数(能最）是明显 
地依賴于时間的： EKp ， q ， t \ 假如物体还直接同共他物体发 
生相互作用，那末它本身也就根本不会具有哈密頓函数，因为这时 
相互作用不仅依賴 T 該物体的分子的坐标，而且还依賴于其它物 
体的分子的坐标。 '' 

由这个情况可以得出这样的 結論： 熵增苌定律不仅对于閉合 
系統是正确的，而且对千热絕綠的物体也是正确的 & 这是因为，在 
这里我們把外場看作是完全給定了的坐标和时鬨的菡数，特別是 
忽略了这个物体对外場的反作用。換句話說，場在这里純粹是力 
学的客体，而不是袜計学的客体，因而在这种意义下也可以 說：它 
的摘等于零。由此也就得出了上面所作的論断。 

我們 假設: 物体是热絕綠的,幷且它所处的外界条件改变得足 
够緩慢。这样的过程称为賴热我們来证 明:在 絕热过程中， 
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物体的熵保持不变,也就是說,过程是可逆的， 

外界条件可以用一些参量来表征，这些参量都是时岡的給定 
函数。例如，假設我們总共只有一个这种参量，我們用字母 X 来代 

表它。熵对时問的微商 f 将以某种方式侬賴于 X 对时間的变化 
率由于^很小，我們可以把 f 展开成^的幂級数。展开式的 


零次項 ( 不包含^的項)是沒有的，因为处于热动芊衡状态的閉合 
系統,其熵在恒定的外界条件 r 应当保持不变，所以当0时， 

i 

I 

^也应当等于零。但是一次項(与^成正比的項)也应当等于零。 
事实上，一次項随着^的反号而反号，但是根据熵增长定律， 


是正的。因此,41的展开式将从二次項开始，即当 g 很小时，我 

們有： 


d 8 

dt 


由此得到 


dS 

- 

=A 瓦 

因此，当^趋近干零时，亦趋近 于零, 这样就证明了絕热过程的 

可逆性。 



我們必須强調 指出： a 然絕热过程是可逆的，但是决非任何可 
逆过程都是餡热的。过程的可逆性只耍求整个閉合系統的总熵不 
变，而它的各个部分的熵是旣可以增加，也可以戚少的。怛是在絕 
热过程的情形中，必須滿足一个更严格的 条件: 我們所烚定的物体 
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虽然本身只是閉合系統的一个耝成部分，怛是它的熵也必須保持. 
不变。 

在上面我們把絕热过程定义为足够緩慢的过程。我們可以說 
得更确切些:外界条件应当如此緩慢地变化,以使得在每一时刻都 
可以认为物体是处于与这一时刻所具有的外界条件相对应的平衡 
状态中。換句話說，絕热过程应当比在該物体中建立平衡状态的 
过程緩惺得多， 

我們来推导出一个公式，它使我們只要通过純粹热力学的方 
法就能够把一系列平均値計算出来。为此，我們假定物体經历着 

一 个絕热过程，幷来确定物体的能量对时間的微商按照定 

义，热力学能量丑=丑(岁，从其中 E ( p , q ; 人)是物体的哈密頓函 

数，它以 X 作为参变量。从力学中大家知道，哈密頓函数对时閧的 

全微商就等于它封时間的偏撖商 ® 

dEjp, q ； \) _ q ； \) 
dt dt 

在我們所铪定的情形中， E( Pi 5； X )通过 XU ) 而明显地依糢于时 
間，因此可以 写成： 

I 

①亊实上，这个条件可餌是根不严格的，也就蛊說， “抜慢 的”組热过程实耘上 
可能进行得相当“ 迅速” 。 例如，当在活蓁向外移动者的汽缸中的气体进行嘭限时，活 
塞的逋度只费此气体中的声速小得多就行了，也就是說，在实际上它可能还是拫大的。 

在一般的物理学®程中，思热澎肢（或压通常被定义为“非常述速的'这时侯， 
我 W 所注意的是問®的另一方面——耍求过程进行得如此迅逨，以使得物体来不及 
同周闺环境进行热交換。由此可見，这时棂所注意的是能够实际保证物体的热艳嫌 
性的条件，而应当比建立平衡状态的过程緩悝得多达一条件則默认为巳經滿足了^ 

@事实上我們有 r 

J i 

■ I 

但是由于 哈密頓 方程 ■载 r 4=^，因而累加号后面的各項都相互抵涫了， 
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dE(p^ q; X) _ 9I£(p^ q; X) dk 
di " d\ df 

因为按照統計分布苯卒均値的运算过程和对时問求微商的运算过 
程显然可以按照任意的次序来进行，所以我 們有： 


dE _ dE(p y q; X) _ 9E(p ^(}； X) dh 
~dt dt 9K dt 


(It 1) 


( 


微商 g 是給定的时間函数，因而可以从平均号下提出来 


'o 


重要的是:由于过程是絕热的，所以在 (11.1) 中微商 


的平均値可以理解为按某种統計分布的芋均，达統計分布与在参 
量入的給定值下的平衡状态相对应，也就是說，与在該时刻所具有 
如外界条件下的平衡状态相对应 & 

把热力学量芨看作是物体的墒 S 和外参量X的函数，就可以 

把徽商 If 写成叉一种 形式。 因为在絕热过程中熵占保持不变，所 

以我 們有： 


dE 

dt 



d \ 

dt 7 


(IL 2) 


式中括号下的宇母表明微商是在恒定的 S 下来取的。 

把 （1L 1) 同 （1L 2) 比較，我們得到： 

, ( u . 3 > 

这就是所求的公式。这个公式使我們能够用热力学的方法来訏算 

r 

菸式为的量的(按照平衡的統計分布的)平均値。这种 


类型的量在硏究宏观物体的性质时常常会遇到，因此 (1L 3) 式在 
統計学中起着非常重要的作用。計算作用千物体上的各种力（这 
时作为参量X的是物体某一部分的坐标，参閱下面討論压强的一 
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爷),計算物体的磁矩或电矩（这时怍.为参量 X 的是磁場強度或电 
場强度)等等,都是屬于这一类的。 

我們在这里对于經典力学的情形所进行的全部討論，也完全 
可以应用到 fi 子理論中去，只需要在所有的地方都用哈密頓算符 
B 去代替能畺忑 ( p , ff ; X )就行了。这时公式 （ U . 3) 写成 


mm 


(11-4) 


的形式，其中橫綫代表完全的統計弔均，共中自动地包括了量子力 
学的平均。 


§12. 压强 

物体能量丑是一个可加性的热力 学量： 物体的能置等予它的 
各个(宏 观的） 部分的能量之和①。另一个基本的热力学最—— 


熵——也具有同样的 性质。 

能量和熵的可加性导致了下述的非常重要的結果。如果物体 
处于热平衡状态，那末可以断言物体的熵在給定的能量値下（或 


者物体的能盘在給定的熵値下)只依賴于物体的体积,而不依賴于 
它的形状®。事实上，物体形状的改变，可以认为是把它的各个部 
分的位匱重新排列一下,烟和能量都是可加性的量,所以它們不发 
生变化。当然，这时候假定物体沒有处于外力場中，因此物体各个 


① 其所以如此 i 由子我們忽略了达些邾分之間的相互作用能的 嫌故; 如果我們 
正是莨考虑由于不同物体間存在着分界面而 w 起的那些現象（达些現象在第十五章中 
硏究)，那末就不能这样做了 

② 必須晚明 ：这十 齒断本实上 k 适用于液体和气体，而不适用于固体。改变固 

体的形状(:使固体变形 )3? 求耗费一定的功，也就是說，达时候物体的能量 是驳改 变的。 

这种情 况是因 为：固体的形变状态 t 严格地，是不完全的热动平衡伏态（但是为了建立 

完全平衡所笛要的弛豫时問是如此之大，以致于在徂多方面，形变固体的行为都俛在 
平 ffi 状态一样)。 
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部分在空間的位移才不致于引起它們的能量发生变化。 

由此可見,处于平衡中的靜止物体，其宏观状态总共只要用两 
个量(例如用体积和能量)就完全决定，所有其它的热力学量都可 
以表示为这两个量的函数。当然，由于各个热力学量之間存在着 
这种相互依賴关系，所以其它任何一对热力学量也都可以用来作 
为 Q 变量。 

現在我們来求物体作用到它本身体积的边界上的力。根据力 
学中熟知的公式，作用到某个表面积元办上的力等于 

F — ’ 

式中及 0?， fr ) 是物体的能量，它是物体中各个粒子的坐标和动量 / 
的函数,同时也是該表面积元的矢徑的囷数,表面积元的矢徑在現 
在的情况下起着外参藍的作用。把这个等式取平均値，幷利用公 
式 ( U . 3)，我們 得到： 

F - ^ 9r U ， \Wj a 3r 7 

式中 F 为体积。因为体积的改变等于也女，其中办是表面积元， 

所以 = 因而 
3 r 


(f), 

由此可以 看出： 作用到表面积元上的平均力，是沿着这个表面积元 
的法綫方向幷正比于它的面积的（巴斯噶定律)。作用到单位面积 
表面上的力,其絕对値等于 

卜 (f 》 （㈣ 

这个董称为座强。 

当用 {I I } 式来定义溫度时，实质上是对不与其它任何物体直 
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接接触的物体而言的，特別是对不被任何外界媒质所包圍的物体 
而言的^在这种条件下，不必确定过程的特征，就可以討論物体的 
能量 和熵的变化。而在物体处于外界媒质中（或被容器壁所包圍> 
的普遍惰澎下， 就应 当把 ( S -1) 式規定得更确切些。事实上，如果在 
变化的进程中，我們所給定的物体的体积发生变化,那末这就不可 
避免地会影响到同它相互接触的諸物体的状态，因而为了定义溫 
度，我們就不得不同时考虑所有这些同它相互接蝕的物体(例如, 
把物体同包含它的容器一起来考虑而如果我們希望单单只用 
我們所給定的物体的热力学量来定义溫度，那宋显然,我們必須认 
为这个物体的体积沒有改变。換句詰說，溫度被定义 为：在 恒定体 
积下取物体的能量对其熵的微商 

等式 (12. 1— 2) 可以合幷写成以下的微分关系式 r 

= — 滞、 <12； 3) 

它称为埤方 f jgf 式:， 

彼物体，其压强是彼此相等的。这个結論直接 
从以下的事实导出：任何情况下的热平衡都以先存在力学平衡为 
前提；換句話說，这些物体中任何两个物体的相互作用力(遍及它 
們的接觖表面)庳該相互抵消，也就是說，共絕对値相等而方向相 
反。 

平衡时压强必須相等的条件也可以从熵是极大値的条件推导 
出来，就像我們在§9中证明溫度必須相等的条件那样。为此，我 
們来考察处于芊衡状态的閉合系統的两个相互接触的部分。熵为 
极大値的必要条件之 一是： 熵必須相对于这两部分的体积 h 和 
的变 ft 为极太値，同时其他部分的状态保持 不变； 例如，后者也 
包含着 F t + F 3 之和保持不变的意思。如果&和為表示这两部 
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分的熵，那末我 們有: 


ds djS L , 3^2 97 a ds ± 


, 9S^ 9F a dS ± 

3F t 37 a 


PFx 1 3F 2 W 

把热力学恒等式 (12. 3) 改写成形式 




dS 


dE 


+拳抓， 


由此可以看出：于是我們就求出_=€。因为平衡时溫 
度 A 和! T s 相同，所以我們由此得出所求的压强相等的关系式: 

必須 注意： 在建立热平衡的过程中，压强达到相等（即力学平 
衡）远比溫度达到相等要建立得快得多，因此常常会遇到这样的情 

I 

况：在整个物体的压强已經是常数而溫度还不是常数。这是 因为: 
引起压强不恒定的原因是由于有一些未抵消的力存在，这些力引 
起宏观运劫的出現，它促使压强趋于相等的过程远比促使溫度趋 
于相等的过程进行得快得多，因为溫度趋于相等的过程是与宏观 
运动无关的。 

L 

很容 曷看出 :在任何平衡状态中，物体的压强必然是正的。事 
实上，当 p >0 时我們有因而物体的熵只可能在物体 
膨脹时增加，伹是这受到它周圍物体的阻止。反之，当 p <0 时, 
就会有因而物体就会有自发地收縮的趋向，因为这祥 
才会伴随着撕的增长。 

但是，溫度大 于零的 要求和扭强大于零的要求之間有本质的 
区別。具有負溫度的物体是完全不稳定的，因而根本不可能存在 
于自然界中。而具有負压强的(不平衡的)状态在自然界中是可以 
实現的，虽然其有一定限度的稳定性。这是因为:.物体自发地收縮 
就是它“脫离开”容器壁,或者是在物体內部形成空腔,也就是說物 
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体形成了新的表面；达种情况就导致了在所謂亚稳状态中存在負 
压强的可能性 ®。 


S 13. 功和热量 

作用于物体的外力可以对物体作功,按一般的力学規則,功被 

VW1 

定义为：达些力与它們所引起的位移的乘积。迖个功可以用来使 
物体进入宏观运动的伏态(一般是用来改变它的动能)，或者使物 
体在外場中位移(例如在宣力場中将物体升高)。伹是我們最感兴 
趣的情 形是： 由于对物体作功的結果，使物体的体积发生变化(即 
外力是对物体进行压縮，物体作为一个整体仍然保持不动)。 

习慣上我們以后总是认为外力对物体所作的功及是正的。負 
功丑<0相应地 表示： 我們所給定的物体本身（例如当物体膨脹 
时)对某些外界客体所作的功(等于)。 

作用到物体表面单位面积上的力是压强，而表面面积元和它 
的位移的乘积就是該面积元移动时所描出的体积,注意到这两点， 
我們就求得:物体体积改变时对物体所作的功(在单位时間內）是 


dE 

dt 


dV 

dt 


(13.1) 


(在压縮物体时 f <0, 則达个公式旣适用于可逆过程, 


也适用于不可逆过程；此时只要求遵守一个条件 


在整个过程 


的进行中,物体必須处于力学平衡状态，也就是說，在每一时刻，压 
强在整个物体內必須是常数。 

如果物体是热絕祿的，那末它的能量的改变全部是由于对它 
所作的功所引起的。但在非热絕綠物体的普遍情况下，除了功以 
外,物体还通过同它相互接触的其它物体直接傳递的方式获得能 


①关于亚稳状态的定义，泰看 §21} 关于負压强，参看579 
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fi (或給予能量)。能量改变的达一部分称为物体所获得(或給出) 
的热量0。由此可見，物体能虽的改变（在单位时間內）可以写成 


dE dE dQ 
dt dt dt 


(13, 2) 


与功的情形相似，习憤上我們认为物体从外源所获得的热量是正 
的。 


(13.2) 中的能量风一般說来，应 a 理解力物体的总能量，包 
括宏观运动的动能在內。但是我們通常所考虑的，只是改变靜止 
物体体积的功；在这种情况下，能量浼归結为物体的內能了。 
在功由 （13.1) 式所定义的条件下，对于热量我 們有： 


dQ^ _dE 
dt dt dt 


(13. 3) 


我們 假定： 在整个过程的进行中，可以认为物体在每一时刻都处 
于热平衡状态，幷且这个热平衡状态就对应于物体的能量和体积 
在达一瞬时的値。（应当指出：这幷不表示过程一定是可逆的，因 
为物体可能幷不和周圍的物体处于平衡状态。）于是根据热力学恒 
等式 （12. 3)®, 我們可以 写出： 

碰 — rp ^ p^Z- 
dt dt dt ' 


与 （13* 3) 此較，我們求出热 i 为： 

dt dt 


(13： 4) 


当物体的状态作无限小的改变时，它所获得的功和热量 
都幷不是什么量的全微分②。只有之和，即能量的改 
变碰才是全微分^因此只可以說物体在铪定状态下的能量戽而 
筢不能說，例如，物体在給定状态下 所具有 的热量。換旬話說，絕不 


- ①热力学恒笮式所确定的是函数 机 s，n —物体在平铕状态的能 i 一的 

② 在这种®义下，符母 di ? 和龟不完全 7 E 笱的， 因此我們栗避免使用它們。 
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&7 


能把物体的能 M 划分为热能和机械能。这种划分只有在討論能量 


的变化时才是可能的 & 物体从一个状态过渡到另一个状态时，能 
量的改变可以划分为物体所获得（或給出）的热量和对它所作(或 
它对艿它物体所作>的功。这种划分幷不山物体的初态和末态所 

t 

单値地决定，而是依賴于过程本身的特征。換句話說，功和热母是 
物体所經历的过程的函数,而不单是物体的初态和末态的函数。当 
物体經历一个循荪过程、即从某一状态开姶而又以同一状态吿終 
时，这一点表現得特別明显。事实上，在这一过程中能量的改变 
等于零，而同时物体却可以获得（或給出）一定的热量(或功）。用 
数学的方法来表示 就是： 全微分^瓦沿閉合迴綫的积分等于零，而 
邺和诎幷不是全微分,所以它們的积分不等于零。 

物体在升髙单位溫度（例如說升髙一度）时所吸收的热贵称为 
比热。显然，物体的比热依賴于在什么条件下对它进行加热的。 
通常区分为恒定体积下的此热 G 和恒定压强下的比热显然， 

（ 13 . 5 ) 
(ia 6) 

現在我們来討論热 fl 的公式 03. 4) 不能适用、但是可以对这 
个量建立某个不等式的情形。存在着这样一些 过程： 在这些过程 
中,尽管溫度(和压强)在整个物体內都是常数，但是物体幷不处于 
热平衡状态 Q 例如,在忮此相互反应的物质的均勻混合物中所产生 
的化学反 应就是 这样。由千物体本身中存在着不可逆过程(化学 
反应)，物体的墒的增长也就不依賴于它所获得的热量，因此可以 


断言：成立不等式 

dQ dS 
dt dt ， 


(13.7) 


有一种不可遒过程，共結果是物体从一个平衡状态过渡到另 
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一个与初态很相近的平衡状态，但是在过程的进行中物体却幷不 
处于平衡状态 ® ，在这种情况下可以写出另一个类似的不等式 3 这 
时，物体在过程进行中所获得的热量 sg 和物体的熵的改变之 
間存在着不等式 

(13.8) 

\ 

§14•焓 

如果在过程中物体的体积保持恒定，則此，也就是說， 
物体所获得的热量等 T 物体的能量的改变。如果过程是在恒定压 

强下进行的，那末热量可以写成如下形式 

dQ^d(E^PV') ^dW t ( 111 ) 

它是某个量 

( 112 ) 

的微分，这个量称为物体的焓％因此，在恒定压强下所进行的过 
程中，焓的变化就等于該物体所获得的热量 3 
焓的全微分等于什么是很容易求出来的把 
代入 = 舰+?抓+7狀，我們求得： , 

dW ^ TdS -^ VdP , (14.3) 

由跄引出 

Hwl- ㈣ 

如果物体是热絕緣的（应当記得,这絕不表示物体是閉合的）， 
則构= 0,而从 (14+1) 得出結論：对于热絕緣物体在恒定压强下 
所經历的过程来說， 

常数， (14- 5) 

①压强改变不大的所謂焦耳-灌姆孙过程(参看 S 18 ) 就是一个例子， 

@ 它也称为热函歎或者热含 
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即它的焓是守恒的。 

根据恒等式-户^，可以把比热 G 汜成如下形式 

C ^) v (14 . 6) 

类似地，对于比热〜我們有： 

(14 . 7) 

因此，我們看到：在恒定压强下焓所具有的性质，类似于在恒 
定体积下能这所具有的性质。 


§15. 自由能和热力势 

当物体的状态有一无限小的可逆的等溫变化时，对物体所作 

的功可以写成某个量的微分形式 

dH^d£J-dQ=dE-TdS^d(E-TS) 


dB = dF ^ 


(15, 1) 


其中 


F^E—TS 0 5 , 2 ) 

是物体状态的一个新的函数，称为自由能。因此，在可逆的等溫过 

程中，对物体所作的功等于它的自由能的改变 3 

我們来求自由能的热力学恒等式。 以 dE^TdJS—IW 代入 
dF=dE-TdS-SdT, 我們 得到： 


dF^-S^-PdV t 


{15. 3) 


由此可得以下闲个很明 M 的 等式: 


(f) 


P ^- 


(fX. 


(15- 4) 


利用关系式 £J=F+m 可以用自由能把能量表示成 




(15. 5) 
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的形式。 

公式 (12.1—2; 14. 4 ； 15, 4) 表明： 知逍了丑 , IT 或卩这些 fi 

a 

中的任何一个(作为两个相应的自变 S 的函数)，幷作出它的偏微 
商，就可以确定所有其余的热力苧最。由于这个原因，尽衫％丨这 
三个量有时称为热力势(与力学势类似）或热力学特征函数 :能量 
方是相对于变量 A F 的勢，焓 W 是相对于变显尽尸的势，自由能 
正 是相对于变量 F, T 的勢。 

我們还缺少相对于变 a 巧 r 的热力势。为了得到这个势，我 
們把 /^F = dCPlO — 代入 （15. 3) 式，幷将 JCPF) 移項到等式 
的左迫，就得到： 

d0^ -SdT+VdF, (15. 6) 

式中引入了一个新 S 

<P=E-TS+PT^F^PV^W-TS f (15.7) 

称为热力势（狹义的）或吉布斯自由能 6 
’ 从 (15. 6) 式,我們有两个很明显的等式 

“⑶/ M 菩)/ (關 

就像用 P 来表示芯一样，也可以用 O 来表示捨： 

卜卜 XU )，- 喉 I 》 < 159 > 

如果除了体枳以外，还有其它的参量\来确定系統的状态, 
那末在热力学恒等式中必須附加上正比于微分的 諸項： 

dE-TdS-PdV+^AidXi, (15.10) 

i 

式中是物体状态的某神函数。因为在变換到有关其它几个势 
的恒等式时，幷不牵涉到变量 L 所以显然迖些項也应該附加到有 
失 F , 龟， FT 的热力学恒等式中去： 

1 

從 = -SdT-PdV-h 


自由能和热力势 


佘类推。因此 Ai 这些显可以由任何一个勢对、进行微分来求得 
(这时必須記得，在微分时有哪些 t 它的变量应看作为常数)。同时 
注意到公式 ( u . 3), 就可以写 m 类似的关系式 


抓斯;人) 
3入 


9F 


t 


(15. 11) 


这个式子把物体的呀密頓函数相对子某一参设的微商的平均値利 
用自由能相对于同 i 参景的微商表示出来(赉似地,也可以用中或 

硏的微商表示出来）。 

値得指出的是下述情况。如果、这些参量的値改变不大，那 
末尽戽 TF ， 少这些显也发生不大的改变。如果这呰量中的毎一个 
量都是在相应的一对变量保持常数的枭件下来考虑的，那末显然， 
这些量的改变是彼此相等的： 

= { 8 ^ ^)siP ~ ( 16 , 12 ) 

自由能和热力势具有非常重耍的性质；利用这种性质，能够 
在各祌不同的不可逆过程中确定它們的变化进行的方向。我們从 
不等式 （13. 7) 出发； 把 （13. 3) 的^代入該式，我們 得到： 


dE 






我們 瑕定： 过程是在恒定溫度和恒定体积 CT ^ 常数，7 

进行的。于是这个不等式可以弩成如下形式 

d(E-TS) dF ^ 

—dt 


(15. 13) 
=常数)下 


(15.14) 


由此可見,在恒定溫度和恒定体积下所进行的不可逆过程,伴随着 
物体自由能的臧少。 

类似地，在常数 ， T = 常数时，不等式 (15+13) 所取的形式 


为 




(15 - 15) 
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也就是說，在恒定溫度和恒定压强下所进行的不可逆过程,伴隨着 
热力势的戚少 

相应地，在热平衡状态下，物体的自由能和热力势都是极 
小一前者是相对于状态在恒定的^和 T 7 下的所有变化而言的， 
后者是相对于状态在恒定的 T 和 P 下的所有变化而言的。 

习 題 

已知物体自由能的表达式，怎样可以計算 出物体 的粒子的罕均动能？ 

M 哈密幀函数（葙 M 子的惝形 K 为哈密頓算符）可以芎成 £( p，W = 
= /7(7)+£( p ) 的形式，共中以 g ) 是物体粒子問的相互作用势能，是物 
体粒子的动能。后者是功最的二次函数，幷且反比子粒子的质(对于由 
相同拉子所构成的物体而言)。因此把 ™ 看作#量，可以芎出 

^^- X K(p) _ 

dm 饥 

因此,应用公式 (15.11), 我們就求出平均动能 K = K ( 3 ) 

K … ( l£) r ，〆 

§16. 热力学量的微商之間的关系式 

2 1 ， F 和： T , P 是在实际屮最常用幷觅最方便的两对热力学变 
量。因此就常常有必要把热力学量彼此間的各种微商变換到其它 
的因变量和0变量。 

如果利用7和 r 作为0变量，那末变換的結果可以用 ffi 强 P 
和比热 C〆 作为 F 和 I 1 的荫数）很方便地表示出来。把压强、体积 
和溫度联系起来的方程式，称为物体的物态方程。因此，在这里所 
說的公式:应当使我們能够利用物态方程和比热 G 来計算出热力 

® 应3提醒一下 ：在这 两种惜况下所討論的都是物体幷非处千平衡状态的过程 
(例如 _ 化学反应)，因此，它的状态不是单舡地决定于溫度和体积 （戍压 强）， 
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学量的各种微商。 

类似地，在选擇 P 和^作为自变 M 时，变換的結果应該用卩和 
G (作为 p 和: Z 1 的函数）表示出来。 

同时必須注 意到： G 对7的依賴关系或％对 P (而不是对 
溫度）的依賴关系本身就可以用物态方程来确定。因为，不难看 

出： 可以把微商变換到一种用函数 P(K D 来确定的形 
式。利用我們有： 

f^C v \ _ T 2^B _ T 9^ rp^_(^\ 

\ 9V ) T dV9T~ 9F3T 3 一 3T\W/ t 9 

而因为 - P ， 我奶就得到了所求的公式 

1 (警)，(孰_ ⑽” 

用类似的方法,我們可以求得公式 

(m=-(sx ㈣) 

(变換时必須用到公式 (16. S)) D 

現在我們来 指出： 最常遇到的几个热力学微商可以怎样来 
变換。 

r 

.下列几个公式•是热力学恒等式的直接結果，借助于它們可以 
根据物态太程把熵对体积或压强的微商求出来。 

这些公 式是： 

1 !说\ — 3 /9 F \ 3 /3^\ 

\9VJt~ ~^\^Jv = ~W\W}^ 


或 


类似地有 


aa 3) 



(fm 錄乂， 


If), = _ (w)p 


m 4} 


根据热力学恒等式邶計算出微商为 


/9 E 

\ W ^ 




I 


d ， 


把 (16. 3) 代入 ，得: 




(16. 5) 


用类似的方式可以求出下列公式： 

(■iX-Kia-KfX ， 

mMmMwb m,- 


(16. 6) 


Y — 


(fX ， 


(16*7) 


dE 

^dT 


(w)r c ^ v (W) v - aa8) 


最后，我們 指出： 在以 A P 作为自变量时，如何从比热 

I 

和物态方程来計算比热 a 。 由于所以这里所要討 
論的是：如何将微商 ( hi 变換到其它自变量的問題。进行这种 




16 . 热力学 t 的微商之闸的关系式 


类型的变渙最簡单的方法是利用雅可俾式 ®。 


我們写出= 


Mf )， 


t 3CS，F) 

3(T，F) 


抑， F) 
9 ( T , P ) 
9 { T , V ) 
~ d ( T , P ) 


( 2S 

\W 



3F' 

W 


T 


m)M), 


37' 


T 


mm) 


\dP 




把 （16. 4) 式代入上式，我們 就得到 了所求的公式 


乂 . 


(ie. 9) 


f 

类似池，把变換到以％ y 作为自变量时，可以 


①行利式 


3(U) 


Bu ㉔ 
dx By 

3v 3v 
扣 5 y 


⑴ 


秣为雅可俾式 n 它具有下列很显然的 性质： 

3 ( v f u )_ 3(奴， r) 

y ) K ^? y> 7 

d ( u f y )_ / cu \ 

3(:，y} \ cx ) v a 

吏进一步的关系 式有： 




CD 


3( i/ t v ) _ djtij t?) ■ 3(jj a) 

3((, a) ■ 3(^V) 


(嚙 


d 灿儿 P U?V e \^dt ； 
5t K^t^) 3(^, ff) 3(r,y) * 


CIT) 


(T) 


箱二章热力苧虽 


得到公式 


C p - C v =-Ti 


3 P 

W J 


):/ 


( 16 . 10 ) 


微商 


(f) 


总是負的——当物体等溫膨脹时，它的座强总是 


下降的 C 在 I 21中，将严格地证明这一情况)。因此由公式 U 6. 10) 

得出 結綸： 对于所有的物体来讲， 

Cp^G^ ( 16 . 11 ) 

当物体絕热膨脹(或压縮）时，它的熵保持不变。因此在絕热 
过程中，物体的溫度、体积和茁强之間的关系，由在恒定熵之下所 
取的各种微商来确定。我們来推导能够用物体的物态方程和比热 
来計算这些微商的公式。 

当以 r ， r 为自变量时,我們求出溫度对体积的微商为： 


(f) 


3(^ 

S)_9(V,T) 


dS 

W 


3 


9{V, S) 


9{ V , S ) 

3( F , T ) 


(#) 


T/9JS 


V 


将 (16. 3) 式代入 ，得: 


/ dT \ T / 

\w) 3 ^-ux 


dP 

W 


( 16 」 2 ) 


类似地我們求出公式 



(16.13) 
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从这两个公式可以看出：如果热膨脹系数是正（負）的 

那末在絕热膨脹时，物体的溫度下降(增长 

其次，我們来計算物体的絕热压縮率。我們 写出： 


①在§ 21中饵严格证明总是>0,从而也总边 >0 a 



( 


3( F ， 幻 


dV\ d(V, S) __d(V,T)d(V, T) \dT/yfdV 


( 


38 




3P/ S 3(^ S) 


9 { F ,^ d { P y T ) 

9 ( P , T ) 


(fX 


9 P 


或 


( 


ar \ = cj 9 F 


(ia i 4> 


由于不 等式％ > g ， 由此得出 結綸： 絕热 迕縮 寧按絕对値來讲总 
是小于等溫座槠率的。 

利用公式 (16. 9— ]0)，可以从 （16.14) 将出哭系式 

9V\ /9V 


(• 

(f) 


9 P 


T 


T (dV 
C ^\ 9 T 


( 


(9P\ T(dP\ 
\ W ) T ^ CAW/y 


2 


(16, 15) 


aa ig ) 


§17 . 热力学溫榇 

I 

■ 

現在我們来 指出： 怎样可以（至少在原 刖上〉 构成一个热力学 
溫标，要做到这一点可以利用任意的物体,幷且它的物态方程是預 
先不知道:的。換句話說，問題垦要借助于这个物体来建立絕对溫 
标: T 和某种由任意刻 度的“ 溫度計”来定义的純粹經驗的溫标 r 之 
間的依賴关系 

' 为此，我們从下列关系式（所有的置都是屬于該物体的） 出发: 

(fX-(f)r-KfX 

(我們利用了 （ IS . 4))。由于 f 和 T 彼此是单値地联系着的，所以 
写成在恒定7 1 下的微商和写成在恒定^下的微商是沒有区別的。 

我們把微商改驾成形式 

/dV\ = f^V\ <h_ 
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于是我 n 有: 


( K ) 淥 


dlnT 

dr 


i 


(17.1) 


在等式右边的两个量作为經驗溫度 r 的囷数都可以直接被測 
量 出来： 可以用等溫膨脹时为了使物体的溫度保持恒定所 

必須傳铪它的热量来确定，而微商可以用等压加热时物体 

体积的改变来确定。由此可見，公式 (17.1) 解决了所提出的問題， 
使我們能够确定所求的依賴关系 T ^ T { r ) 0 

同时必須 注意： 由 （17. 1) 式的积分来确定 In T 只能精确到 
一个任意附加常数的程度 D 由此可見溫度 T 本身的确定也只能精 
确到一个任意常数因子的程度。显然，迖也是理所当然的——絕 
对溫度的量度单位可以任意选擇，这就相当于在依賴关系 
中存在着一个任意的因子。 


§ 18 * 焦耳-湯姆孙过程 

我們来考察这样一种过程，在压强 A 下的气体(或液体)稳定 
地迁移到压强为的容器中去。过程的稳定性意 味着: 

在整个过程中，压强巧和巧是 
保持恒定不变的。这种过程可以 
示意地表示为气体通过多孔的壁 
m 1 (图]的而在壁的两边的压 

强是靠一个向內移动和一个向外移动的活塞来保持恒定的^如果 



ta 焦耳-漠拇孙过程 ^ 


壁上的孔充分地小，則气体宏观流速可以认为是等于零 a 我們还 
假定：气体勾外面的媒质是热絕緣的。 

上面所描述的这种过程称为应当着重指 
m： 这个过程嚴不可逆的，显然这’是■由▲有小孔的壁的 
緣故：它产生很大的摩擦，把气体的速度消耗掉。 

設有 在屈强 巧下充滿体积 Fi 的一定货气体，絕热地迁移到 
体积 k 2 中去,幷且压强变为为了使气体从体积 h 中排出来， 
必祺对它作功， 这个功等于 PiVt; 为了把这部分气体在座强匕下塡 
充到体积^中去,还必須作功，这个功等于 AKg； FiFiWi- 
就等于气体能量的改变風一瓜。因此，我們有； HPA — 


p 3 f 3 j 亦即, 






(18.1) 


由此可見,在焦耳-湯姆孙过程中，气体的焓是守恒的。 

在压强的微小改变下，由于焦耳-湯姆孙过程所引起的溫度改 

变由在恒定焓下所取的微商来决定。我們来变換这个微商, 
使得&变 ft 变为 P , 尺我們有： > 


(f) 


床 一 3(P ， W) 


90 VJf ) 

3 { F > W ) 

3( P ， y ) 


m 

/dw\ 

Wl 


由此再借助于公式 （14. 7) 相 （16. 7>，我們 得到: 


( 篆 l = 4[KS ) 厂 


⑽ 2) 


熵的改变决定于微商把恒等式4疋= 3^9+7 心 1 写 


成似的形式，我 H 就有: 
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aa 3) 


这个最总是負的，这是理所当然的：因为气体經过不可逆的焦耳 - 


湯姆孙过程而迁移到較低的压强下时伴随着熵的增加。 

我們来討論一下下述的 过程： 起初处于两个眹通的容器之一 
中 的气体膨脹到第二个容器中去；这个过程当然是不稳定的，幷 
且两个容器中的甩强都耍发生变化，直到彼此相等为止，当气体 
这样膨脹到 K 空中去时，它的能量五是守恒的。如果甶于膨脤的 


結果,总体积只有不大的改变，那末溫度的改变由微商所决 


定。把这个微商变換到以 F , T 为 G 变量，我們就得到公式 




P-T 


m 


对于熵的改变我 們有: 


(ia 4) 


/9JS\ = P 

\WJ e ~t 


(18. 5) 


这是理所当 然的： 因为当气体膨脹时，亦即 F 增加时，熵是增 
长的。 


§19. 极大功 


現在我們来考虑由几个彼此不处于热乎衡的物体所耝成的絕 
热系統，在建立平衡的过程中，系統可以(对某个外界客体)作功。 
但是，向平衡状态的过渡可以通过各种不同的方式来完成，因而其 
锒終的平衡状态自然也将是不同的；例如，它的能量和熵将会是 
不同的。 

根据这一点，从不平衡的系統所可能获得的总功将依賴于建 
立平衡的途徑，因而可以提出这样的 問題： 向平衡状态的过渡应 
該如何进行才能使系統产生尽可能大的功。同时，我們咸兴趣的 
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只是那些由于系統的不平衡性所产生的劼；这就 是說： 我們应当 
不考虑那些兩千系統的一般膨脹所可能产生的功，——这样的功 
只要系統本身处于平衡状态就也可以产生。根据这一点，我們将 
假定系統的总体积是保持不变的。 

設系統的初始能贷为双^，而在平衡状态的能量作为系統在該 
状态的熵的菡数为必由于系統是热絕緣的，它所产生的功就 
簡单地等于它的能 i 的改 变： 

(我們写为I別，是因为根据我們所作的規定,如果功是由系統本身 
所产生的，那 末及就 <0)。 

把I別对終态的熵 S 进行微分，我 們有： 

9^ \d^Jv f 

式中 r 代表終态的溫度。我們 看到： 这个微商是負的，即随着 
s 的增加而戚小 & 但是热絕緣系統的熵不可能降低。因此，只要 s 
在整个过程的进行中保持不变,就达到了最大可能的 

H 此，我們得出結論：当系統的熵保持不变时,亦即按可逆方 

S 

式向平衡状态过渡时,系統所作的功为极大。 

設有两个具有不同溫度 A 和2^的物体，我們来确定当它們 
之問有 小董的 能量交換时所可能产生的极 大功； 假設 7V>!T 1Ci 首 
先我們要着重 指出： 假如能量的轉移是在两个物体相互接触时直 
接进行的，那末根本什么功也不能产生。进时过程将是不可逆的 
(两个物体的滴将增加 祕 n 》 其中❿是轉移的能量) D 

因此，为了实現能量的可逆轉移而相应地得到极，大劫，还必須 
把一个完成某个一定的可逆循环过程的輔助物体(“工作物体”)引 
入到系統中来。这个过程必須这样来进行，以使得物体之間要直接 
进行能量交換时是处于相同的溫度。也就是說,我們在溫度％下 
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把工作物体同溫度为 A 的物体相接触，幷从后者等溫地获得一定 
的能量。然后，乜絕热地冷却到溫度2\，幷在此溫度下把能 M 給予 
溫度为 A 的物体，最后，絕热地回复到初态。在与这些过程相朕 
系的膨脹过程中，工作物体对外界客体作功。以上所描述的循环 
过程称为卡諾循环。 

在着手計算这样 所获得 的极大功时,应当注 意到: 工作物体在 
这里可以不予考虑 ，因为 过程的結果仍旧是使 它回复 到初态。設較 
热的第二个物体失去能量 — SEe — TdSh 而同时第一个物体获 
得能量 S 風= 3^3^由于过程是可逆的，两个物体的熵之和保持 
不变;即5及= 所 作的功等于两个物体总能最的减少，即 
\ \ mAI = — S 風 - ■ = — — = _ — D S ^2 ? 

或 

< 19 . 1 ) 

所作的功与所耗費的能量之比称为效率％按照 (19+1) 式，当 
能量从較热的物体轉移到較冷的物体时，极大的效率等于 


^Tmas = 


T 广7 \ 


(19. 2) 


一 个更方 便的量 称为利用系数《，它被定义为所作的功与在給定 
条件下所可能获得的极大功之比。显然， 



V 

^Jnaax 


(19. 3) 


§20. 处于外界媒质中的物体所作的极大功 

現在我們要在另一种提法下来考虑极大功的 問題。 設物体处 
千外界媒质中，而且媒质的 溫度％ 和压强不同于物体的溫度 
T 和压强 P 。 物体可以对某个客体作功，我們假定这个客体不仅 
与媒质而且与該物体都是热絕緣的。媒质与处于其中的物体以及 



§20. 处于外界媒质中的物体所作的极大功 
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对之作功的客体一起組成一个閉合系統。媒质具有如此巨大的体 
积和能量，以致体积和能量由于物体所經历的过程而引起的改变, 
不会使媒质的溫度和 S 强有任何可蔡觉的变化，因而媒质的溫度 
和压强可以认为是恒定的 

假如沒有媒质，那末在物体状态的給定的改变(即給定物体的 
初态和終态）下,物体对絕热客体所作的功就会是一个完全确定的 
量，等于物体能量的改变。然而，由于媒质的存在幷且它也參与过 
程,使得結果不 再是单 値的，因而产生了这样的 問題： 在物体状态 
的改变已經給定时,物体所可能作的极大功如何。 

如果当物体认一个状态过渡到另一个伏态时，它对外界客体 
作功，那末当它从第二个状态逆过渡到第一个状态时,某个外功源 
就应該对物体作功。伴随着正过渡发生的是物体作出极大功 
|別_，要实現与这个过波相对应的逆过波，就耍求外源耗費极小 
功显然，和 i ? mla 这两个功是彼此一致的，也就是 
說,关于計算它們二者的問題是完全等效我們在下面所討論的 
是絕热的外功源对物体所作的功。 " 

在过程进行中，物体可以同媒质交換热量和功。因为我們威 
兴趣的只是給定的外源所怍的功，因此必須从对物体所作的总功 
中把媒质对物体所作的功划分出来。因此，在物体状态的某种(不 
—定很小的）改变下，物体能量的总的改变^由三部分 組成: 外源 
对物体所作的功尽媒质所作的功以及从媒质所获得的热量。在上 
面已經指出，由于媒质的尺度很大,所以它的溫度和压强可以认为 
是恒定的；因此它对子物体所作的功是而它所放出的热 
量等子-(角标为0的宇母屬于媒质，沒有角标的宇母屬于 
物体)。因此我們有： 

H + o — 

因为媒质和物体的总体积保持不变，所以— A 7。 其次，由于 


n 
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熵增长定律我 們有： AS + AA>0( 功源是热絕緣的，它的熵根本不 
变)，即 - AS , 因此，由 RsAE—PAVo + T 減、 我們 得到: 

J?>Ai ； -^ 0 A^+P 0 AF o (20. 1) 

等号适用于可逆过程。由此可見，我們再一次达到这样的結 
論：如果 k 程的进行是可逆的，那末完成状态的过®所耗費的功 
为极小（相应地，逆过渡的完成产生极大的功）。极小功的値决:定 
于公式 


i?min =AC^-n^-hPoF) (20. 2) 

(%和巧是常数，可以移到符号 A 之后)，即这个功等于 E - T Q S-h 
PoT 7 这个量的改变。 M 然，极大功的公式应該以相反的符号写出: 

\B\r^ = -A^-^+PoF), (20. 3) 

因为初态和終态交換了位置。 

如果在过程的进行中，物体在毎一給定的瞬时都处于平衡状 
态（当然，同媒质幷不处于平衡)，那末对于状态的无限小改变而 
言，可以把公式 (20. 2) 写成另一种形式；把—代入 
dE ^ = dE - T a rW ^ P 0 dV , 我們 得到： 

dE^ = {T-T^dS-(P-P 0 )dV. (20. 4) 

我們指出两个重要的特殊情形。如果物体的体积和溫度保持 

不变，幷且物体的溫度等于媒质的溫度，那末从 (20. 2) 式我 們有: 

S mifl = A ( E - 抑)，歲 

(20,5) 

亦即极小功等于物体自由能的改变。如果恒定的是物体的溫度和 
压强，而乱 T ^= T 0 , P-Po, 則我們有： 

丑血 = AO > (20. 6) 

亦即外源所作的功筇于物体热力势的改变。 

应当着重指出 t 在这两个特殊情形下，所指的必須是幷非处 
于平衡状态的物体，因此它的状态不能只由单一的 T 和或 P) 



20. 处午外界铽质中的物痒所作的伋大功 

来确定1否則，这两个量为常数就只能盘 味若： 根本沒有任何过程 
犮生。这里所討論的問題可以是，例如，在彼此相互反应的物质的 
混合物中的化学反应,溶解过程，等等。 

現在我們假定：物体处于外界媒质中听其 S 然，幷 II 对它不 
作任何功。在这个物体中将发生自发的不可逆过程，使物体趋子 
平衡。在不等式 (20. 1) 中，現在应該令及=0,因 此有： 

Mm 只 +P 0 V)<Q. (20. 7) 

这意昧 着：由 T 物体所經历的过程的結染，使得忑 一3 VST + P # 这 
个虽降低，直到平衡时它达到极小値为止 3 

例如，在溫度恒定和压强恒定 P = P 。 的6发过程中， 
物体的热力势中将降低，而在溫度恒定和体积恒定的 Q 发 
过稈中，它的自由能尸将降低。这两个結果已經在§15中由另一 
种观点得到过了。应当指出：我們在这里所导出的結論实质上幷 
不以物体的溫度和体积 （或 压强）在整个过程中保持不变为前提； 
可以 断言： 任何过程只要溫度和压强(或体积)在过程开始时和在 
过程終了时是一样的(幷且等于媒质的溫度和压强或体积)，即使 
它們在过程进行中是变化的，那末过程的結果也是使物体的热力 
势（或自由能)减小。 

还可以給予极小功以另外的热力学意义。設是物体和媒 
质的总熵；如果物体处于同_质平‘的状态 ， M 是它們的总能 
量的函数： 

假設物体幷不处于同媒质平衡的状态;这时它們的总熵与 
的値(在它們的总能量値相同的条件下）相差某一数量 
<0 o 在图2中，实綫表示函数而鉛直綫段,必表示 
- 这一数量。水平綫段 以表示 当物体从与媒质平衡的状态 
逆过波到对应于点6的状态时总能量的改变。換句話說,这一綫段 
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表示某个外源为了把物体从与媒质平 
衡的状态引到該状态所必須耗費的极 
小功； 这里所說到的平衡状态（图2上 
的点0当然幷不是对应于給定値風》 
的平衡状态（点心。 

因为物体是整个系統的一个非常 
小的組成部分,所以它所經历的过程, 
只能使总能量和总熵发生相对地讲很 


小的改变。因此从图2上的曲綫 得出: 




邶总 ㈤ 


五 min. 


伹是微商箴就是系統的平衡溫度，即媒质的溫跳因此， 


A^=— ,=— 善⑽ -TVi^+JW)- 〔 2(X8) 

■i 0 -i 0 

这个公式所确定 的是： 当物体幷不处于同媒质平衡的状态时，閉合 
系統(物体+媒质)的熵与其最大的可能値相差多少；这里的 M ， 
as 和 Ar 表示物体的能量、熵和体积与它們在完全平衡状态的値 
之差 e 


§21. 热力学不等式 


从熵为极大値的条件得到热平衡条件以后,到現在为止,我們 
还只是考虑了熵的一阶微商。由于要求熵对能 fi 和体积的微商等 
于零，作为平衡条件，我們得到（§ 9, 12) 物体所有各部分的溫度和 
a 强应該相等的条件。但是一阶微商等千零只是极値的必要条 
件,而幷不保证熵就一定具有极大値。大家知道，为了弄淸楚极大 
値的充分条件,就耍求硏究函数的二阶微商。 

但是，不直接地从閉合系铳的熵是极大値的条件出发，而从与 




它等效的另一个条件 ® 出发，硏究这个問題可以更方便些 D 我們 
从所考虑的物体中划分出一个微小的（当然是宏观的)部分。相对 
于这个部分而言，物体的共余部分可以看作是外界媒质。这时，正 
如我們在前一节屮所看到的那样，可以 断言： 在平衡时， 

E-TaS+FoV 

达个量其有极小値，式中芯，怂 F 娃物体中这一部分的能量、熵和 
体积，而 tv Po 是媒质的溫度和 m 强，亦即物体中其佘部分的溫度 
和尿强&显然，％和尸。同时也就是我們所考察的这一部分在平衡 
状态的溫度和压强。 

因此，对平衡状态有任何微小的偏离时， E - T 0 ^+ P , V 这个 

量的改变一卑是正的，即 

a 丑一 T 0 3 s + p 0 sr>a ( 21 . 1 ) 

換句話說，为了把物体的这一部分从平衡状态引到其它任 何与它 

邻近的状态中去所需要耗費的极小功应該是正的。 

以后，凡是在热力学量与其平衡値的偏差之前的系数，都理解 

为是平衡时的数値，因此，把角标 0 都省略掉。 

把 a? 展开为級数（把五看作是这和 f 的函数)，准确到二次 

項，我們有： 

碰令 + w iV 十破 + 2 黑 8 娜+ 謅叫. 

但是因此这里的一次項等子把 
沈 代入 (21.1) 式时，一次項就消去了。因此，我們得到条伴 

U 此 2 +2 甚 |^37+ ^^>0. C21. 2) 

①至于熵对宏观运动动量的依犋关系，則不論关于一阶微商的条件，或者关于 
二阶微商的条件，攻們都已經哜究过了（ § 10)，艽結束是求出了物体闪邡+存在宏项 
运功的耍求 7 和溫度必拟大于零的要求 


火家知道，要使得这个不等式对于任2的 s 占和都能够成 
立，就必須滿足 下列 两个 条件叫 


方 E 




>0， 

d^E ' 
9^37. 


>0, 


(2 L 3) 


⑵ 4) 


对于#，我 們有: 


3 嘧 ( 9 T \ _T 


因此条件 (21. 3) 取 +>0 的形式，幷且由于^>0,所以应有 


a > o ? 

即定容比热总是正的。 

条件 (2 L 4) 可以写成雅可俾式的形式 


d£\ fdE\ 

M/v \WJ 


3(狀) 


! >0 ? 


(21. 5) 




变換到以 r 和 r 为自变尕时,我 們冇: 

3{T y P) /dP\ 
3(y ， 尸） WJ) _wa 

3( 及 F 广 3(A%7) 

观 ， n \w). 


T/9P\ 

c\dV/ T 


< 0 . 


因为 ^0 5 所以达个式子就相当于条件 

(f)， 0 . 


( 21 - 6 ) 


① （21.4) 式中可以有菩号存在，这种特殊悄况竹在以后的§80中芎虑 
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即在恒定的溫度下，体积的增加总是伴随着压强的戚小的 3 

条件 (2 L 5) 和 （2 L 6) 称为热力学不等式。不滿足这两个条件 
的犹态&不稳定的，因而在自然界中不可能存在。 

在 U 6 中已經指出，由于不等式 (21+ 6) 和公式 (16. 9), (^总 
是><7&由于 （21. 5)，因此可以得出結論 :总是 

GXl (21. 7) 

和％是正的，意味着在恆定体积下能量是随溫度单調增 
长的函数，而在恒定芘强 F 焓也是随溫度单調增长的函数。至于 
熵則不論是在恒定体积下，或者是在恒定压强下，都是随着溫度单 
調增&的。 

条件 (2 L 5— 6) 是对物体中任何一个微小部分推导出来的，自 
然也就适用于整个物体，因为在平衡状态下物体中所有备部分的 
溫度和压强都是彼此相等的。同时我們假定物体是均勻的（到現在 
为止，我們也只考虑这样的物体)。应当若重指出：条件 (21. 5-6} 
的滿足正是由于物体的均勻性。举例来說,可以考虑这样的物体， 
它的粒子是靠万有引力維系在一起的；这样的物体显然是不均勻 
的——它沿春指向中心的方向而逐漸变为稠密 u 整个这样的物体 
的此热也可以小于零，即物体可以 随若能 量的賊小而变热。但是 
应当注意；达和物体每一小部分的比热大于零这一点幷不矛盾， 
因为在这种条件下，整个物体的餡量幷不等于它的各部分的能量 

I 

之和——这些部分之間还存在若万有3 [力相互作用所产生的附加 
能量。 

我們所推导 m 来的这个不等式是平衡条件。但是如果要求平 
衡是完全稳定的,那末滿足这些条件还是不充分的。 

这是因为，可以存在这样的状态，当无限小地偏离它們时，熵 
是减小的，因此物体接着就回复到初态，但是当偏离是有限时，熵 
却可能比在初态中大些，在这种有限偏离下，物体就不同复到初 
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态,而是相反地，有过渡到另外某个平衡状态的趋向，这个状态所 
对应的极大熵比在初态中的极大熵还要大。由千这种可能性，在 
那些平衡状态中间， S 要区別所謂亚稳定状态和稳定状态^如果 
物体处于亚稳定状态,那末当充分偏离这个状态时，物体就可能不 
回复到初态。虽然亚稳定状态在一定限度內是稳定的，伹是物体 
迟早終究要从 它过® 到另一个稳定状态中去。后者对应子所有可 
能的极大熵中的最大者；离开达祌状态的物体，迟早会回复到这个 
状态中去。 


§22. 勒夏忒列原理 


我們来考察由媒质和被诹质所包圍的物体所組成的閉合系 
統。設 S 为系統的总摘，而 V 为屬于物体的某一个量，幷且是这样 
一 种量： S 相对于它具有极大値的条伴 


表示物体本身处于平衡状态，而不一定同媒质处千平衡。再設^ 
为靥于间一物体的另一个热力学量，幷且是这样一种量：如果除了 

胃= 0以外，还有 


9 S 

9 x 



那末这就表示物体不仅本身內部是平衡的，而且也同媒质处千平 
衡。 

引 入符号 


( 22 , 1 ) 

dX dff 

在 完全的热动平衡状态，熵 s 应当是极大値 ^ 因此，除了条件 

X = 0，r = 0 ( 22 . 2) 


甚 22. 勒芨忒列屎理 


ftl 


以外，还应当滿足不等式 


幷且 


( fi -> 



(22-3) 



(22. 4) 


現在我們 假定： 由于某种不很强的外界作用，物体与媒质的平 
衡被破坏了，幷且量$少許冇些改变，因而条件 x = 0 也被 破坏; 
关于 ft 2/則假定它幷不受到該作用的直接影响。設^是量 a ； 的 
改变；則在受到作用的那一瞬时量 X 的改变为 


( Ax )， d - 

在恒定的 p 下$的改变当然也引起条件; r = o 的破坏,即物体 
內部平衡的破坏。在手衡重新恢复以后，量将取数値 


⑽ — ( 晉 L 产， 


式中微商是在等于零的、恒定的 y 値下取的。 

我們来比較 AX 的这两个数値。利用雅可俾式的性质，我們 
有： 


2(XJ) /dXV 

__ 3U ， y) _ _/9X\ 

八_。 3U ? F) ~ d{x, p 一 v 如 A 7 W\ m 

3 y ) \ A 

按照条件 (22. 3), 在这个表达式中第二項的分母是 正的； 再考虑到 
不等式 (22. 4)，我們 求得： 



(22, 5) 


或 


I (AX)^ |!> | (AX)t=d 


(22. 6) 
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不箏式 (22. 5) 或 (22 + 6) 就构成所謂勒夏忒列原理的內容 3 

_ ! * ■ * 1 h *!■ I 

我們把量％的改变&看作为外界对物体的作用的: a 度，而 AJT 
看作为在这种作用的影响下物体性质改变的量度不等式 （22. 6) 
表明： 在外界作用使物体离开平衡状态之后，当物体內部的平衡恢 
复时 t AX 的値变小了。因此，勒 H 忒列原理可以表述如下： 

如果外界作用使物体离开平衡状态，那末在物体中就会激起 
一呰过程，促使达个作用的影响被臧弱 3 
我們举例来蘭明上述內容。 

首先，利用 (20. S ) 式，可以把 X 和7这两个量的定义在形式上 
稍为改变一下；按照 (20. 8) 式，媒质+物体所袓成的系統的熵的改 

变等于 — ^1, 共中是媒质的溫度，荊 E min 是把物体从与媒质 

j 0 

处于平衡的状态 M 到我們所給定的状态时所必锯作的极小功0因 
此可以 写成： 


x ，夫㉟ 



1 ai£ mln 


{22, 7) 


对于物体状态的无限小的改变来讲，我們冇(参看 (20. 4)): 


M^{T-T 0 )d8-{P-Po)dV; 

在这里以及在以后凡是沒有角标的量都屬于物体，而具有角标0 


的最都屬于媒质。 

設^为物体的烟足于是 X = 平衡条件叉= 0洽出 


T = T 0 , 即物体的溫度和媒质的溫度相等。不等式 (22. 5) 和 (22- 6) 


取形式 



[(ATOy | (AT) 


达些不等式的惹义归結如下$量物体的熵 


(S2. 8) 

m . 9> 

的改变 



§22. 勒茛忒列眩理 




表示: 一定量的热量被傳給物体（或从物体中取出一定量的热设)。 
共結果是物体本身的平衡被破坏了，特別是它的溫度改变了（改变 
了物体內平衡的恢复使得它的溫度的改变的絕对値减小 
(变为 （ AT )^ d ), 就好像使物体离开平衡的作用的后果被戚弱了 
一样。可 以說： 如果把物体加热（冷却)，那末在物体中就会激起一 
些过程,促使它的溫度降低(升髙)。 

現在，設$是物体的体积于是工=—平衡时 

X = ( M |1 P = P 0 。 不等式 (22.5) 和 (22. 6) 給出： 

( IfHIfL ， 0 ， 脚， 

|(AP) s >|(AP) r=0 |, (22. 11) 

如果物体由于体积的改变（在不变的溫度下）而离幵了平衡， 
那末，特別是，它的压强就会改变;在物体內平衡的恢复使得压强 
改变的絕对値戚小。物体体积的减小使得它的压驿增加（反之亦 
然)，注意 到这一 点，就可以說：如果把物体的体积戚小（或增加>， 
那末在物体中就会激起一些过程，促使它的压强咸小（或增加)^ 
以后,我們将遇到这些結果在各方面的一系列的应用(:应用于 
溶液，化学反应等等)。 

还应当 指出： 如果在不等式 (22. 8) 中，取物体的体积作为量 
則我們有： 

f ^\ _T f ^\ J ^ L \ ^ 

\9SJ^\9SJ V ^C^ \dJSj P C ； 

因为条件在这个情况下是指 i ^ P 。， 即压强是常数。 因此， 
我們又一次得到了我們已知的不等式 

类似地，如果在 (22. 10) 中，取物体的熵作为仏則条件7二0 
将表 示雠度 是常数，即因而我們 得到： 
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r 这也是我們已經知道的結果。 


§23. 能斯脫定理 

热容量 G 大于零，这一事实 表示： 能量是溫度的单調增长函 
数。反之，当溫度降低时能量单調地戚小，因而，在最低的可能溫 
度时，即在絕对零度时，物体就处于具有最小的可能能量的状态。 
我們可以想像地把物体划分为許多部分，如果把物体的能量看作 
为这些部分的能量之和,那末可以 肯定: 这些部分中的毎一部分也 
处于能量最小的状态；显然，当总和取极小値时，它的所有各項也 
必然相应地取极小値。 

由此可見，在絕对零度时，物体的任何一部分必然处于一个确 
定的量子态——也就是 墓态。 換句話說，所有各部分的統計权重 
都等于一，因而它們的乘积，即整个物体的宏观状态的統計权重, 
也等于一。因而，物体的熵——統計权重的对数——等于零„ 

由此，我們得出下述重要結論：在絕对零度时，任何物体的熵 
都变为零（称为能斯脫定理)①。 

应当强調指出：这个定理是量子統計学的結論，在其中起重要 
作用的是量子态不連續的槪念^在純粹的經典統計学中，这个定 
理是不能被证明的，达时熵終归只能确定到具有一个任意附加常 
数的准确度 (参看 §7)。 

能斯脫定理使我們还能够对其它某些热力学 fi 在 r — o 时的 
行为作出結論。 


①为了 避免誤 解起見，应 3 着重指出：我們所計綸的 ® 度趋向子笨是指在其彔 
S 些条件不变的倌况下——例如，在怄定的体积下或在恒定的 M 强下。但是例如，如 
果在使气体的溫度趋于窣的同时，又无限坶成小它的密度，則熵可以不变为窣。 


23- 能斯脫定理 


例如，很容易 看出： 当？ 7 ^^时，此热——无綸是 cv 或者是 
c v ——都变为零： 

当？ ^0时， ^=^ = 0. (23.1) 

只要把比热的定义写成形式 


G=T 


9S 

3 T 


9S 

?\n T" 


就可以直接得出 (23:1) 式。当 r— 0时，我們有: lu 但因 

为忍趋向于一个常数极限（趋向于零)，上述微商显然也就趋向于 
零。 

其次，当 T = 0 时,热膨脹系数变 为零： 

当; T =0 时，(烈 2) 

这是因为,这个微商等于微商一(参看（16.4)) : 而后者在 

^-0 时变为零，因为当时,不論压强如何，厶总是=0。 
类似地，我們可以证明： 

当 时， (23.3) 

因为通常当 T—0 时，熵是按某种幂次的規律变为零的 ，即汉 =a7™, 
其中 a 是压强或体积的函数。显然,在这种情况下，比热和 fn, 

这些量都按同样的規律 C 即按同样的恶次 W 变为零。 

最后，可以看出：之差較之比热本身更快地变为零，即 

当 T=0 时， ^^2=0. (23. 4) 

实际上，例如設占= a? 1 ' 則从公式 (16, 9) 可以 看出： 这时 —a 〜 
〜产 +1 ，因此〜; T— 1 (应当 注意： 当？^0时，压縮率 
一 般来讲仍然是一个不等于零的有限値)。 




第二章热力孕最 


如果物体的比热在溫度的整个变化范圍內都是 E 知的，那末 
熵可以用积分的办法計算 m 来，幷且利用能斯脫定理可以定出积 
分常数的値。于是，在給定的压强値下，熵对溫度的依賴关系由 
公式 

T 

0 

来确定。对于焓来說，类似的公 式为： 

T 

W^W 0 ^C p dT 

0 

式中％是在？^0时焓的値。对于热力势中 = IT 一? 相应地 
我們有； 

T T 

*1>-Tf 0 4- C p dT-T^dT. (23. 7) 

Q 0 

§24, 热力学量对粒子数的依賴关系 

除了樣 量和熵 以外，像 A 中、 TF 这呰热力学量也都具有可加性 
的性质（这一点可以从这些量的定义中直接得出，只要考虑到压强 
和禪度在处于平衡状态的整个物体丙都是常数)。这种可加性使 
我們能够对于这些量对物体中粒子数的依賴关系的持征作出一定 
的結論。我們在这里考虑由扣同粒子(分子）所构戍的物体；所有 
这些結果都可以直接推广到由不同粒子所构成的物体——混合物 
(参看 §83) ——的情形上去。 

量的可加性意味着：物质的数 fl (因而也就是粒子数 I )改变 
多少倍，那末这个量也改变多少倍。換句話說，可加性的热力学量 
应該是可加性的各个自变量的一次齐次函数^ 

我們把物体的能量表示为熵和体积以及粒子数的函数。因为 


(23. 5) 


(23. 6) 



§24. 热力学 Sfc 对粒子数的依墦关系 


ft 7 


占和 F 本身也是可加性的,所以这个函数应該取 



(24.1) 


的形式，这是及和 r 的1次齐次函数的最普遍的形式。 

自由能尸是 I ，： r 和 r 的函数。因为溫度在整个物体內都是 
常数,而体积是可加性的,所以由同样的考虑,我們可以写出： 

( 24 . 2 〉 

完全类似地，把焓 r 表示为及， s 和压强 p 的函数肜式，我們 


得到： 

w = Nf d p } ( 24 - 3 ) 

最后，对千作为 w ， ^的函数的热力势，我們有： 

^ = Nf(P,T), ( 24 , 4 ) 

在以上的叙述中，实质上我們是把粒子数看作是一个参量，它 
对于每一个物体而言，都具有給定的常数値。現在，我們形式上把 
W 也看作是一个0变量。于是在热力学恒等式中，应当附加一个 
正比于心 V 的項。例如，我們把能量的全微分 写为： 


dE^TdS-PdV+iidN, 
式中我們用 / x 来表示偏微商 



( 24 , 5 ) 

(24. 6) 


和这个量称为物体的化学势。类似地 ，巧中 和疋的微分現在等于 

dW^TdS-hVdP^^dN, ( 217 ) 

dF 二 -8dT-PdV+pAN, ( 24 . 8 ) 

-SdT-^VdP^^dN, ( 24 . 9 ) 

幷具有同样的从这些公式中得出 結論： 



( 24 」 0 ) 



第二章热力爹量 


也就是說，把尽疋， A 中这些量中的任佝一个对粒子数进行微分， 
就4以得到化学势，但是在毎一种情 形下， 化学势是用不同的变量 
来表示的。 

把写成 （24. 4) 形式的中进行微分，我們求出 

=/( p ， r )， 即 

< t > = N ^ 

由此可見，（由相同粒子所构成的)物体的化学势不是别的，而就是 
屬于一个分子的热力势 P 化学势可以表示为 P 和？ 7 的函数，而不 
依賴于因此对于化学势的微分来說，我捫立刻可以写出下列 
表达式： 

d / j^-sdT + vdP ， (24 12) 

式中 s 和 v 是屬于一个分子的熵和体积^ 

如果所考虑的（到現在为止，我們經常都是这样做的）是一定 
量的物质，那末其中的粒子数是烚定的常数，而它的体积是变量。 
如果現在我們在物体內划分出某个一定的体积，幷且来考虑这个 
体积中所包含的物质；那末在这种情菸下，变量是粒子数岌，而体 
积7是常数了。这时，例如惊等式 (24. S ) 就化为 

dF= -SdT^rfidN. 

在这里 S 变量是 T 和的現在我們引入这样一种热力 势：它 的第二 
个自变量不是％而是 h 为此，我們把咖代 
入，就 得到： 

d(F iN) — SdT-Nd^jL 

但蚪而 尸 一 - PF 。 因此，新的热力势(我們用字母来 
代表它）就簡单地等于 

X 1-- P 7, 〔2113) 




d<p 

9 N 


(24.11) 


幷且 


d^-SdT-Nd/j. 


(2114) 
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在恒定的溫度和体积下，把 n 对化学势进行微分，就得到粒子数 

. (24.15) 

就像证明 i ?, TK ，/ 和少（各在相应的一对变量等于常数的条件 
下）的微小增量彼此相等一样 (参看 （ 15 - 12 )), 不难 证明： 在恒定的 
T, fx } T 下，增量 ( Sn ) T ，,, F 也具有相同的性质 P 換句話說， 

= (m) T ,y^ ( 24 , 16 ) 

最后，仿照 U 5 和§20中对于自由能和热力势所进行的推 
导，可以 证明： 在恒定的 A F 和 P 下所进行 k 一个可逆过程中所 
作的功，就等于热力势 D 的改变。相对于状态在恒定的 Ah A 下 
的任何改变来讲，在热芊衡状态中势 II 具有极小値， 


习 纽 

試求出用变量来表示比热 a 的公式。 

I 

m 我們把微商变換到以 r , c P 作为自变最时的情 


形，为此，我們写出（考虑 r 始終不 变）: 


3(S r N) 

(dS\ _ KS t N)^d(Y^) _(dS\ 
a(y ， :v)— - 砂 » 一 Ur 人 


(吾 

(■0 X 



§25. 在外場中物体的平衡 

我們来考虑处于恒定的（財于时間来說）外場中的物本。这 







00 
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时，物体的各个部分处于不同的条件下，因此物体是不均勻的。这 
样的物体的 芋衡条 件之一仍旧是在整个物体中溫度应等于常数; 
但是在物体中不同点的压强是不同的。 

为了推异出第二个平衡条件，我們从物体中划分出两个确定 
的相互接触的体积，幷且要求在物体的其余部分的状态不变的条 
件下它們的熵 8=8山％ 是极大。熵为极大値的必要条件之一是 

微商^■等于零。因为物体中这两部分的粒子总数被考 

虑为常数，我 們有： 




但是只要把恒等式 dE ^ TdS ^ r ^ dN 改写成如下形式 


dS^-^-dN, 


我們就可以 看到： (:在恒定的芯和『下的)微商 n 等于一 f 因此， 

我們有= 但是在平衡时，:^ = ?^，因此也就是說， 

从而我們得出这样的 結論: 物体在外場屮平衡时，除了溫度为常数 
以外,还应該遵守 

# =常数 (25.1) 

的条件，即物体所有各部分的化学势应該彼此相等。这时,毎一部 
分的化学势是它的溫度和扭强以及表征外場的諸参 S 的函数。如 
果沒有外場，那末由 M 和 F 为常数的条件，自动地 得出压 强也为 
常数 o 

在引力場中，分于的势能《只是分子重心的坐标的囷 
数（而与 分子內 原子的位形无关)。在这种惝況下，物体的热力学 
量的改变归結为在其能量上附加上分子在引力場中的势能。例 
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如，化学势(屬于一个分子的热力势)取^ =抑+ «<>, 的形式, 
式中叫 ( p , t ) 是沒有外場时的化学势^因此，可以把引力場中的 
平衡条件写成形式 1 


叫 ( P ， T ) 2 )=常数. （25. 2) 

例如，在均勻的重力場中 ，二 为分子的质量， g 为重力 
加速度 W 为鉛直坐标 K 

把等式 (25. 2) 在恒定的溫度下对坐标 s 进行微分,我們 得到: 

vdP — 

j 

式中比容。当压强的变化不大时， u 可以认为是常 
数。31入密度幷进行积分，我們得到： 

户=常数一户 gq 

这就是在不可压縮的液体屮經常碰到的流体靜压强公式。 

S 26 . 轉动物体 

■■ 

我們在§ 10中已經看到，在热平衡《态，只有物体整体的勻 
速平动和勻速轉动才是可能的。对于勻速平动无需作任何特殊的 
討論，因为根据伽利略相对性原理，它絲毫不影响到物体的力学 
性质， 因而也就絲毫不影响到物体的热力学性质，而物体的热力學 
性质发生变化也只是在这样一种意 义下： 在物体的能量上附加了 
物体的动能。 

我們来考虑以角速度 n 圍繞一根固定軸作勻速轉动的物体。 
設疋(於0是物体在靜止坐标系中的能 fi , 而 ^( p , g ) 是在随物体 
一 起轉动的坐标系屮的能最。在力学中火家知道，这两个能量由 



关系式 ® 


q) :: ？） -nM(p,q) 


( 26 . 1 ) 


波此联系着，式中 _ M ( y ? q) 是物体的动呈矩 o 

因此，能钍 g ) 以角連度 n 作为銮量而依賴于它，幷让 

把这一等式按統計分布来进行平均，幷利 用公式 （ U .3), 我們 
得到： 


2E r \ 

人 




(26. 2) 


①例如，农看本敎 S 第一卷“力学 ' § S 9 a 这是因为粒子 在玆止 坐标系屮的速 
度 v 同它在轉动坐标系屮的速度 W 朵由关系式 v = V + [ _ r ] 相联系着的，式屮 r 
是粒子的矢徑。因此轉动物体的拉格朗 R 函数为 

L - ] mv ^ - U = myf [: r ]+ 各 >」 ra [ fir ] 2 — 

(累 加是封物体巾所有的粒子来进行是它們之問的相互作用势能 h 在轉动坐标 
系中，龟个粒子的动盘为 




mv ; + — mv — p. 


(1) 


即同睜止坐标系中的动息一致。在轉动坐标系中的能 fi (哈密«函盌)可以按公式 

jr ^ y ^ ry + i / (2) 

来叶算，这时速度 v 应当用 p f 来表示；达样敗就铪出： 




( 3 ) 


式中 M = Z[ r P] 是物体的劲 最矩， 由于〔1)式，它在靜止坐标系中和在轉动坐标系 
中是相同的 g 由于这同一等式1> = 口、在靜止坐标系中的能量为 

[ S 盖 +^ S 卷吼 

把它代又 C3) 式，我們就得到所求的公式(2&1)。 

在这里我們所进行的全部是經典力学的計算；在是子讳淪中，对-丁柑应各 M 的算 
符，成立完全同样的关系式 a 因此，下面所报导出来的全部热力学关系式与物体中粒 
子的运动由嗶一种力学来描述完全无关。 


式中 M - MCy , q ) 是物体的平均（热力学）能量和 
平均动量矩。 

根据这个关系式，我們可以把轉动物体在給定体积下的热力 
学恒等式写成形式 

dE 1 =^Td8~Mda. (26. 3) 

对于(在轉动坐标系中的）自由能 f = E r -7 V ?， 相应地我們有 

. dF， 一 SdT - Mdn. (26.4) 

把等式 (26.1) 进行平均,我們 得到： 

E f =E-yin. (26. 5) 

再把这个等式进行微分，幷以 (26. 3>式代入，我們就得到在靜止坐 

标系中能量的热力学恒等式： 

dE = TdS ^ adM . (26.6) 


对于自由能相应地我 們有： 

■ 

dF =- SdT ^ ndM . (2 G . 7) 

由此可見，在这些恒等式中，变量幷不是角速度，而是动量矩， 
幷且 

(關 

从力学中大家知道，勻速轉动在一定的意义下相当于呈現两 
个力場：离心力場和科里奥利力場。离上、力正比于物体的大小 
(它們包含着到轉动軸的距离)；而科里奥利力与物体的大小完全 
无关，由于这种情况，后者对宏观轉劫物体的热力学性质的影响 
远比前者的影响 为小,因 而通常苛以把它們完全忽略不計' 因此 
只要用粒子的离心能量作为 y ' 幻而代入 (25. 2) 式，就得到轉 

动物体的热平衡条件： 


© 可以证明 ：在經 典铳盱学中，科里臭利力楫木不影响物体的統計杜贵一去 


着5 3軋 
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f ^( P ， T ) 一 常数， (20. 9) 

式中是靜止物体的化学勢， m 为分子的质 r 为到轉动軸的 
距換 d 

根据同样的理由，可以把轉动物体的总能量苫写成它的内能 
(在这里我們用 An 来代表它）与轉动动能之和： 

芯=;內 + ^， , ( 26 . 10 ) 

式中 J 是物体相对于轉动軸的轉动慣量。必須注意：一般来讲， 
轉动会改变物体内质量的分相，因此物体的轉动慣最和內能一般 
讲来，都是与《(或与有关的。只冇在轉动足够緩慢的情况下, 
这两个量才可 以认 为是与 n 无关的常数。 

我們来考察孤立的匀速轉动固体，0体內部具有給定的质量 
分布。 因为 物体的熵是它的內能的函数，所以在这种情况 下有： 

由于物体是閉合的，它的总能量和动显矩是守恒的,而熵应該在給 
定的 I 和下取极太的可能値。因此我們得出結論：物体的轉动 
償虽相对子哪一根軸具有最大的可能値，它的平衡轉动就繞哪一 
根軸进行。这就自动地意 味着： 在任何情况下，轉动軸总是物体 
• 慣量的主軸。不过 L 述情况早就可以从下述考虑中 看出： 如果物 
体幷不是辏慣最主軸轉动，那末从力学中大家知道，轉动軸本身将 
在空間轉动(进动)；換句話說，轉动是非均勻的，因而也是非平 
衡的。 

§27. 相对编范困內的热力学关系式 

I 

相对論力学使得通常的热力学关系式巾发生一系列的变动。 

I 

我們在这里只考虑那些坻有兴趣的变动。 


& 27. 相 对諂范 围內的热力学关系式 
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. 如果构成物体的粒子的微观运劫变为相对論性的运动，那末 
热力学的普遍关系式幷不改变，但是把相对論应用子这种情形，使 
我們能够得出物体的压强 和能量 之問的一个重要的不 等式： 

尸 (27.1) 

式中丑是物体的能量，其中包括构成物体的粒手的靜止能量®。 

' 在考虑到物体0身所产生的引力場时，广义相对論引起热平 
衡条件中的一呰改变，我們的兴趣主要就在于这些改变。我們来 
考虑一个睜止的宏观物体；当然，它的引力場是恒定的在恒定 
的引力場中，必須把物体中任何一小部分的守恒能量風 ) 和俾于給 
定位置的观察者所測量到的能量芯区別开来；这两个量由戈系 
式③ 

爲= E ^/ — gpo 

彼此联系着，式中是度規張畺的时間分量®。在§9中证明了 
在处于平衡状态的整个物体內溫度是恒定的，但是按照达个证明 
的眞正意义，恒定的量显然应当是把熵对守恒能量虱进行微分而 

r 

得到的量。但是由位于空閥給定的一点的观察者所測量到的溫度 
Ty 是把熵对能量丑进行微分而得到的，因而在物体的不同点是不 
同的。 

为了获得定量的关系式，应当 注意： 按照熵的定义的本质，熵 
只依賴于物体的內部状态，因而幷不由于引力場的出現而发生变 
化(在达个場不影响物体內部性质的前提下——这个条件事实上 

① 关于这个不等式的睢导，可参看例如本教程第二卷“場掄”第三坂， 

② 眼便捉 m —下： A 要可以选擇一个#照系，在达个参照系中度規張爱 s iJc 不 
依賴千时同坐标那末引力場就称为是菹定的（参看“場論”第三版，§89)。 

③ 參看“場論”第三版，§8&(公式(版 9), 其中 r = 0 和五二咖 2 ), 

@在沒有引力場(伽利略度規）时, B ： ⑽二 一1; 我們用写成形式办2= 

的向隔表达式来定义度規张 
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总是能滿足的)。因此守恒能 量私) 相对于熵的微商等于 
由此得出，热手衡条件之一所要隶的是这个量在整个物 
体內恒定： 

=常数. （27.2) 

第二个手衡条件——化学势恒定——也发生类似的变化。化 
学势被定义为能量对粒子数的微商 D 因为粒子数当然不会由于引 
力場而发生变化,所以对于在每一給定点所測量到的化学势我 
們得出与溫度的关系式同样的关 系式： 

二^7 = 常数. （泛 7. 3) 

应当注意：关系式 (27. 2— 3) 可以写成形夫 

常数 $， P = 常数 ¥， （ 2 _ 7 . 4 ) 

因此，这两个式子使我們不仗可以考虑物体 ft 参照系中靜止的情 
形，而且也可以考虑物体在参照系中运动(整个地轉动)着的情形。 

这时，微商該沿着由物体中給定点所描繪的世界綫来求取。 

在微弱的（牛頓的）弓〖力場中， &>◦ = —1- ^其中9是引力 

势®。把这子代入 (27. 2) 式幷求出平方根，我們就在同样的近 
似程度下 求出： 

常数^ 一 (27. 5) 

注意到 P <0, 我們就 得出： 当手衡时，在物体中|史|越大的池方，即 
在物体中越深的地方，溫度就越髙^当过渡到非相对論力学的极 
限情形时 U —（27,0 变为 T = 常数，这正是所預期的。 

条件 （27. 3) 也可以用类似的方式来变換，但是必須注 意到： 
当过渡到經典力学的极限情形时，相对論性的化学势幷不直接变 


①网如，桊看本教 程第二 卷“場論”第二版, 




換到通常沒有引力場时的(非相对論性的）化学势（我們用 W 来代 
表它)表达式，而是变为抑其中 me 2 是物体中单个粒子的 
靜止能量。因此我們有： 

pV-Sao =( 科 。+ ⑽ 2 )(1 + 吾〉罕户 o —mc 3 + my ， 

也就是說，条件 (27. 3) 变为 

+ 常数， 

它同 （25. 2) —致，这正是所預期的。 

最后， 我們来指出一个有用的关系式，它是条件 （27. 2) 和 

(27. 3) 的直接推論。'把这两个表达式相除，我們求出 f =常数， 


由此得出: 


dp, = dT 

> _= 3^' 


另一方面，根据在恒定体积（等千单位体积)下的热力学恒等式 
(24. 12), 我 們有： 

dP^SdT-\-Nd^ 

式中及， JV 是单位体积内物体的熵和粒子数。 以心>代人 

上式，幷_意到 + 是单位体积物体的 

能量)，我們就得到所求的关系式 ® 


dfjL 


dp 

a+P 


(27. 6) 


① 在非相 对論的情形下 f 这个关系式变为通常的恒等式：令 
y > P{p 为密度)，我們就得到 dp = vdP ( v ^ m/p 表示一个粒子所占有的体积)，这正 
是在 r = 常数时所预期的 3 
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4 

現在我們来討論第一章中所提出的 問題： 任何宏观物体作为 
某个大的閉合系統的一小部分（子系統)，其分布函数怎样可以求 
出来。解决这个問題的最方便和最普遍的方法的基础是把微正則 
分布应用到整个系統上去^ 

把我們所耍硏究的物体从閉合系統中划分出来，幷把整个 
系統看作是由两部分耝 成的： 由該物体和系統的所有其余部分所 
耝成的，相对于物体来讲，我們把这个其余部分称为“煤质”。 

把微正則分布 (6. 6〕舄成形式 

加=常数 邮+赶 (28.1) 
式中的忑， dr 和忑、把分别屬于物体和煤威，而五^是閉合系統 
的給定的能量値;物体和媒质的能最 五和苽 之和应該等子这个為 
値 。 

我們的目的是要求出整个系統的这样一种状态的几率在 
这种状态下該物体处于某个确定的量子态（具有能量風亦即处 
于以微观方式描述的状态 & 这时我們对媒质的微观状态是不威兴 
趣的,即认为媒质是处于某种宏观描述的状态。設 Ar 是*质的宏 
观状态的統計权重；我們用代表在 s 7中所表明的意义下与量 
子态間隔 A 广相对应的媒质能量間隔。 

在 (28* 1) 中用1来代替此，令幷对 dr 进行积分，我 
們就求出所寻 求的几 率《^: 

叫=常数^(憨+忍 ， -m 

設表示煤质的能量小于或等于苽的最子态总数，由于被 
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积式只依賴于及，所以可以把写成 

而变換到对此'的积分。我們可以川比値 



dE f ^ AE 


来代替微商参看 §7), 共中是媒质的熵，作为媒质能 


量的函数（当然，也是，的函数）。因此 

叫=常数 f ^ rW + 私—及。 ) W . 

J A /^ 

由于 k 函数的存在，积分归結为用芯⑼一^^来代替足，于是我們 
得到： 

3* 

叫二常数 . ( 28 . 2 ) 

\AA J F ? =E to 、， 


現在我們考 虑到： 由于物体很小，它的能量仏比五^小得多。 
当 及的改 变不很大时，^这个量的改变相对地讲也 很小； 因此 
在其中可以直 截令足 ㈡ 五⑹，- 于是它就变为与五 w 无关的常数了。 

在指数因子中，必須把 _⑹ - 晃) 按私 的幂次展开，幷且也 
保留一 次項： 


S f -E n ) 






但是熵"对能置的微商不是別的，而是其中 T 是系铳的 

溫度（物体和媒质的溫度相同，因为系統被假定为处于平衡状 态)。 
因此,最后我們得到的表达式 如下： 

_E^_ 

w ^ = Ae 


(28. 3) 
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式中』 是与无关的归一化常数 ^ 这是統計物理学中最重要的 
公式之 一 ；它确定了住何宏观物体的統計分布,这个宏观物体是某 
个大的閉合系統的比較小的一部分。分布 (2 S . 3) 称为杏布斯分布 
或正則分布（它是吉布斯在1901年对于經典袜計学的情形所发現 
的)。 

归一化常数 d 由条件 ^-1 来决定，由此得出 

n 

= 气 （28.4) 

^ ft 


表征該物体的任何物理量/的平均値都可以借助于吉布斯分布按 
下列公式来計算： 


f = 3 >r 
11 



(2 a 5) 


在經典統計学中，对于相空間中的分布函数,可以得到与公式 
( 28 . 3 ) 完全对应的表 达式： 


evpj^ti 
H ~ 


p ( p , q)^Ae ⑽， ( 28 . 6 ) 

式中芯(弘 w 是物体的 能量作 为它的’粒子的坐标和动量的函数 ®。 
归一化常数 3 由条件 


d'pdq — 


r EiP fq ^ 


I 

dp 却 =1 


( 28 . 7 ) 


来决定。 

实际上常常会遇到达样的情形：幷不是粒子的全部微观运动 
都是准經典的，而只有对应于一部分自由度的运动是准經典的，同 

卞 * _ —— I ■ 

①为了逬免誤解起見，我們再提醒 一下： (或是能是的单調闲因而絕 
不会在瓦=亙处具有极大笛。在^=左处具有很陡的极大値的是按餌量的分咖函 

私这囷数是由和^^2的乘积枓到的 t 
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时对应于共余的 0 由度的运动却是量子的（例如，分子內部的原子 
运动具有贵子的性质，而分子的平动 吋以是 准經典的）。在这样的 
惰形 T ， 物体的能級可以写成依賴子“准經典的”坐标和动量的函 
数 形式： q ) 7 式中《代表确定 “ S 子部分”运劫的量子 
数的集合，对于量子部分的运动来洪, P ， 起着参量的作用。于 
是吉布斯分布的公式可以写成形式 

_ En^P 

^(p, q)=^Ae kT dp*dq nt ( 28 . 8 ) 

式中 dp * 却*是“准經典的”坐标和动量的微分的乘积。 

最后,关千可以应用吉布斯分布来解决間題的范園，必須作如 
下的解釋。我們凡是讲到吉布斯分布总是指的子系統的統計分布， 
它在事实上也正是如此。但是，重要的是：这个分布也可以十分 
有效地用来确定閉合物体的基本統計性质 6 事实上，像物体的热 
力学董或它的各个粒子的坐标和速度的几率分布这些性质*显然 
与我們把物体看成是閉合的还是着成是放在一个想像的恒溫器中 
无关 G 7 ) & 但是,在后一种情形下，物体变成了“子系統”，因而就 
可以把吉布斯分布直接应用于它了。在应用吉布斯分布时，閉昏 
系統与非閉合系統的差別实际上只在考虑关于物体总能量的起伏 
这个兴趣較小的問題时才会出現。吉布斯分布給出一个不等于零‘ 
的能量平均起伏，这个起伏对于一个处于媒质中的物体来說是具 
有实际意义的,但是对于一个閉合物体来說就是完全虛构的了，因 
为按照定义，閉合系統的能量是一个常数，因而不会发生起伏。 

吉布斯分布实质上与微正則分布差別很小（同时利用吉布斯 
分布来进行具体計算也要方便得#)，由达一点也可以看抝把吉布 
斯分布应用（在上述意义下> 到閉合系統上去的可能性。实际上， 
粗略地說，微正則分布等于承认对应子物体的給定能量値的所有 
微观妆态是等几率的。而正則分布是“散布”在能量値的一个間隔 
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內，但是，对于宏观物体来讲，这个問隔的寬度(能量平均起伏的数 
量級)是楫为微小的。 


5 29. 表克斯韦分布 

a 

在經典統計学的吉布斯分布公式中能最芯 ( PW ) 总是可以表示 
为两部分之和一劫能和势能。其中的第一部分是原子的动量的 
二次菡数' 而第二部分是它們的坐标的函数，幷且这个函数的形 
式取决于物体內粒子的相互作用定律(如果有外場存在，則还依賴 
于外場)。如果把动能和势能分別表示为尺(炉和 t / h ), 則 E{ Pl q ) 

而几率 dw = p(p ， 疗)办扣可以冥成如下形式 

dw = Ae ^ dpdq ， 

也就是說 r 几率被分为两个因子的乘积，其中的一个因子只依賴于 
坐标，而另 一 个因子只依賴于动量。这意 味着： 动量(或速度）的 
几率和坐标的几率是彼此独立的，其意义也就 是說： 动量的任何特 
定値絲毫也不影响坐标的任何特定値的几率，反之亦然=^由此可 
見，动量的不同値的几率可以写成形式 


n 

dw P — ae 

而坐标的几率分布可以写成形式 

JtfPi 

dp ， 

(29.1) 

■■ 



dwq = be 


(29. 2) 


. 因为动量（对于坐栎来說也是一样）的所有可能値的几率之和 


应当等于一 7 所以几率和 di 化应当各自归一化，也就是說，它 
們对該物体所有可能的动量値或坐标値的积分应当等于一。从这 
两个条 fr 可以决定 (29,1) 和 (29.2) 中的常数 a 和& Q 

我們来硏究动量的几率分布，同时再一次着重指出一个非常 


①假定我們使用笛卡儿坐标。 
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重要的 事实： 在經典統計学中，这种分布完全不侬賴于系統內粒 
子的相互作用类型,也不依賴子外場的类型，因此这种分布可以表 
示成一种对于任何物体都能适用的形式 

整个物体的动能等于包含在物体內的每个原子的动能之和， 
因而几率再次分解为許多因子的乘积，毎一个因子只依賴于一个 

原子的动量。这又意味着：各个原子的动 ft 的几率是彼此独立 

«• 

的，亦即其中任何一个谅子的动量都絲毫不影响其它所有掠子的 
动 a 的几率。因此可以把毎个原子的动釐的几率分布分別地写出 
来。 

一个质量为 m 的原子的劫能等于 

yl-V + pi 
2 m 5 

式中扣是原子的动量在笛卡儿坐标中的分量，因而几率分 
布具有形式 

dw fi — ae + p ^ a ^dp s dp v dp^ 

常数 《 由归一化条件来确定。借助于熟细的公式 

+ « _ 

d 叫$ 


我們得到： . 

ajj j fi -二 r ( p s + p ? + f D djhdpjidpa 



— a (^ 7 rmhT) T ^ 1 . 


由跄得出 u -{ 2 iTmJcTy ^ 最; 5 我們得 到劫贵 的几率分布的形式 
为： 


①在最子铳胩学中，一般来讲，达个旖断是不成立的。 
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1 jl ±3 ±il 

dw ^ — …… - 3 b ~ am ^ r dp x dp y dp ^. (29.3) 

(^rmkTY 

把动量变換为速度 (p = mv )， 苘样地可以写出相对 I 1 速度的分布 
为： 


dw ^ 


% r¥r 




(29* 4) 


这就是所謂麦克斯韦分布（ i 860)%应当指出，这个分布父分 


解为三个独立因子的 乘积： 

1 




(29. 5) 


共中的毎一个因子确定一个速度分量的几率分布 & 

如果物体是由分子构成的（例如，多原子气体)，那末除了单个 

原子具有麦克斯韦分布以外，分子的整体平动他具有这样的分布。 

\ 

这是因为，从分子的动能屮可以把平动能 显作为 一項分离出来，結 
果就把所求的分布以 (29. 4) 式的形式分离出来了，共中 w 应当理 
解为分子的总质量，而%,化应当理解为它的质心的速度分量。 
应当着重指出：分子芋动的麦克斯韦分布之能够成立是与分子內 
部的原子运动（以及分子轉劫）的性质无关的，这个結論包括原子 
运劫必須用 a 子力学来描述的情形在內 ®。 

(29. 4) 式是以“速度空間”中的笛卡儿坐标来表示的。如果从 

笛卡儿坐标变換到球坐标,我們就得到： 

dw r — 

式中 t ? 是速度的絕对値，而0和 f 是确定速度方向的极角和方位 


-^― V am 0(^} d 9 dv. m 6) 


• I? 者注： J.aM 级 well ， PhiLMag., 19 ? 19(1860)^ 35, 129, 185C1S6B), 
①显然，表克斯韦分布对于总沣在液体+的粒子的所謂布郎运动来讲也是 H 确 


的。 



角。对角度进行积分，我們得到速度絕对値的几率分 布为: 


dw v — 


fe -) 


3^ siti * 

I e v 2 dv. 


(29, 7) 


有时采用速度空問中的圆柱坐标較为方便 P 这时 


3 


diVw = 


3 /c r 




v r dv r dv z (29. 8) 


式中％是沿 z 軸的速度分显,〜是垂直于$軸的速度分量，而 T 
是决定 V r 方向的角度 D 

我們来計算原子动能的平均値。根据平均値的定义幷利用 
(29. 5)，我們求出速度的任盘一个茁卡儿分量为① 






J 4 e 洞 ~ d ”; 


kr 

~m r 


(29. 9) 


①我捫在达里引入一些彺应用犮克斯韦分布經常遇到的 


CU 


型的积分的値，以供以后#考，以 = 代入栢#出 


n-bl 

2 


- n—l 

^ dy 


n + f 


— ^/n + l 


式中 [(!：) 是 > 函敢例如，如果 ？ i = 2 r , r > tf ， 則 




式中 C 2 r - l 〕！！=； l *3*5.(2 r — 1)。如果 r ;0， 則 


1 Hr 

W " a - 


如果 n = 2 f + l , 則 




2 ct 出 


对于间#的积分，釦果积分是从到+如，那末在 n 是奇敢的情形下它等于零，而 
在 n 是偶敢的情形下它等于从0 到〜的 积分的两愔。 
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因此原千动能的平均値等于 紀匕 因而我們可 以說： 在經典統計 

学中物体的全部粒子的平均动能总是等于 jjVfcT ， 共中況是原子 
的总数。 


L 試求速度絕对値的 n 次幂的乎均値。 
解利用 （2SK7)， 我們 得到： 


iJ B =4ir| 




咖 , O /9kT 


n 


如果〃 是俏数 (n = 2r), 那末 


v 2r 


kTV 


)(2 r + i ) 


如果 》= 2f + l， 那末 


2 rtl 

^ m r+1)I 

、/ 证 、 m J 


2. 試求速度的均方起伏。 

解我 們有： 

(Avy z =(v—v) 2 — V 2 —V 2 
利用习題1中《 =丄和《 = 2的結果，我們求出： 


(城 




3-求原子动能的芊均値，均方値和均方起伏。 


利用习題1中的結果，得到 




m 


JcT, 


—15 


( A £) s ^£ 2 — 

^ 試求原子动能的几率分布。 

解 


QcTY . 


如 j 


_2_ 

\ rkn ^ 
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5. 試求分子轉动角速度的几率分布。 

解按照与分子手动的情形相同的理由，（在經典統計学中）可以分別地 
渴出毎个分子的轉功的儿率分布。把分孑迢成剛体（甶于分子內部的鹿子振 
动很小，所以可以这样考虑 ） 1 它的轉动动能就等 T 

㈣ 十 _ = 锻 +f +f }， 

式中 ii ， i: ， r 3 是主轉动慣查 ，％，％, 是角速度在憤量主軸上的投影;而 

M 2 -^ 2 ^2 j Af 3 = ^3 

是动直矩的分量，相对于角速度起着广义动貴的作用。动设矩的 
归一化的 i 率分布为 

3 1 I 

= (SirfeT)"a(IiVa)^77^77^77 ZdMidM^M^ 


而角速度的几率分布为 

dy) a = i2^rrhuhhy^^' Uia2l+lf ^ 

6. 試求分子的角速度和动董矩的均方絕对疽。 


解 


利用上題所求 W 的分布，我們 得到: 


^ 崎 + 是+£>， 


M ^= fcj ( ii + j 3 + r a ). 


§30. 振子昀几率分布 

我們来考虑一个物体，它的原子各相对于一定的平衡位置作 
微小的振动。这里所指的可以是晶体中原子的振动，也可以是气 
体分子中原子的振动(在后一种情形，分子的整体运动幷不影响分 
子內的原子振动，因而也不会影响下而所得到的結果)。 

大家从力学中知道，由任意个作微小振动的粒子所构成的系 
統的哈密傾函数(能量)可以表示成求和形式 

忍 ( P ， + 

a 

式中 A 是振动的筋正坐标（在平銜点 ， <[,- 0), 扒是与它們 
对应的广义动量^而 A 是振动頻率6換句話說，五(朽？)分解为許 
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多独立項之和，其中每一項对应于一个单独的简芷拫动（或称为 
“振子”乂在量子力学中对于系統的哈密頓算符来讲也发生同样 
的情况,因此每一个振子独立地 a 子化了，幷且系統的能級由和式 




来表示是整数）。 

由于这些情况，整个系統的吉布斯分布分解为許多独立因子 
的乘积，其中每一个因子各决定一个振子的栊計分布。基于这种 
理由，在下面我們来考虑一个单独的振子。 

我們来确定振子坐标 g ①的几率分布(以后我捫总是把表明振 
子号碼的角标 a 省略掉)。在經典統計学中这个問題的解决是十 

分簡 单的： 因为振于的势能是所以几率分布由下述公式給 


出： 

dtv^ — Ae 2 kT dq 9 
由归一化条件确定 j 以后成为 

—vtm 為 q ( 3ai) 

(由于积分收敵得很快，所以对句的积分可以把一沈到_+™为 
积分限來进行夂 

現在我們在量子情形下来解夬这个間題。設 是振子的 
定态波函数，相应的能級是 





如果振子处于第》个状态，那末它的坐标的 fl 子力学几率分 
布由平方来决定(在振子的情形下 s 函数是实数，因此我們 


①簡芷坐标 g 的置辆尨[厘米.克勺, 



30. 捩子的几率分亦 
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可以0截写成衂去代替瘼数平方如果用振子处于第《 
个状态的几率去乘41，然后对所有可能的状态求和，就得到所 
求的儿率統計分布。 

根据吉布斯分布，凡有 形式： 

% 

w n ^ aG ~^ T ^ 

式中 a 是常数^因此，我們得到公式 


4? 


I r 

dw 广 adg )二 e~^\}s 


(30- 2) 


7i==Q 


U 然，这 个公式 是同普遍公式 (5. 8) 完全相符合的„ 

为了訐算上式中的和式，可以应用下述方法。我們引人符咢 
dw q - p q dq , 幷求微商： 

^ a ± e ；^^ ^ 

^ 札=0 1 

我們引入动置算符多 =- ig , 幷且考虑到振子的动畺只在 
社吻 t 土 1 的跃迁中才具有不等于零的矩 陣元' 于是可以 写出： 


眚=1从 


( p ? t — lsrt ^ n—I ^ 


= 屮 a —] — 如+13» 少 it +1)* 

式中我們利用了动量矩陣元和坐标矩陣元之間的关系式 


Pjl — IjJI 

因此，我們橹到： 




dPg f " V u \ i I 

石 = I 洛 Mn — 


± e ^ 


— 2 和十 1 n 屮水十 t e —叫， 


拃 =D 


①例如 1 参右氺我程第三卷“盘子力学' |21 0 
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在第一个和式中我們变更一下求和角标的符号 U—n+l), 幷注意 
到关系式 


+ 空71 十 1，7 T = 如，?》+1， 

我們就求出： 


— 0, 


_ j - qaJ -( i - c ^ 

dq h 


) 〉」 穿？ i ， b +1 中 n 中71+1色 


ti =0 


用完全相似的方式我們可以求出等式 




此較这两个等式，我們得到方程式 


dq \ h 


2 cj ,, hu \ 

T ih 2kT) q ^ 


由此得出 


常数 exp j-s ! 


W ,1 few ) 

i th wr 


从归一化条件确定常数后，最后我們得到下列公式 (Bloch, 
1932)*： 


dw H^h 


ho) 

_■ 

2 kT 


exp l -^ X th W 


卜- 


(30.3) 


由此可見，在量子的情形中，振子的不同坐标値的几率也是按照 
e-M 形式的定律而分布的，但是数 a 同經典統計学此較起来具有 
不同的値。在/^«砂的极限情形下，量子化已經不起作用，这时 
公式 (30. 3) 正邹所希望的那样变成公式 (3(X 1)。 

在相反的极限情彩 hcj》JcT T ， 公式 (30. 3) 变成 

dw ^ = y ^ h e 11 dq ， 


* 


嗶者注： F. Bloch, Z^Fhy^ih, 74,295(1982), 


&3 L 吉布斯分布中的自由能 
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这就是說 r 振？处千基态中，它的坐标几率分布是純粹的量子分布 
了①。这就 相当千 :在时振子的振动实际上沒有被激发。 

振子动量的几率分布可按照类似于 （30.3) 的方式写出来，而 
不必重新进行訐算。这是 因为: 振子量子化的問題相对于坐标和相 
对于动显是完全对称的，因而振子在表象中的陂函数是同它通 

常的坐标波函数一致的<用+来代替？ 因此所求的分布为 

dw P = dihD ' xp | (30. 4) 

p \TThco 2 MTJ i ha } 2 kTi ^ 

在經典的极限情形下 CA W «^ T )， 它变成通常的麦克斯韦分布 

dw p ^( 27 rMT ) f e 110 T dp , (3( X 5) 

5 3 L 吉布斯分布中的自由能 

根据公式 （7. 9), 物体的熵可以用它的分布函数的对数的平均 
値来計算： 

S= — Jc Into,. 

把吉布斯分布 (28. 3) 代入上式，我們 得到： 

S=-k\nA^ > 

由此得出但是平均能 fiS 正是我們在热力 

学中所了解的能量，因此犮因而必 hi A = 这就是說， 

我們把分布的归一化常数直接同物体的自由能联系起来。 

因此，吉布斯分布可以写成形式 


0) 这是振子甚志眩菡数的模数平方。 

②泰看本我程第三卷 “ fi 子力学 ' S 2〗，习題1。 
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这个公式是吉布斯分布的热力学应用的基本公式。原則上它提供 

■ 

了計算任何物体的热力学函数的可能性，只要物体的能譜是已知 

r 

的。 

在 (31. 3) 的対数符号后面的和式通常称为配分函数。它幷不 
是別的，而就是算符 /盖 的迹，式中益是該物体的哈密頓算符叫 

Z 三 2 e ~^ = Sp(e fcT ). (31. 4) 


这种形式的写法其优点在 于： 可以利用任何完全的波函数系来計 
算迹。 

在經典統計学中，可以由分布 (31. 2) 的归一化条件得到类似 

①按眼一般法則当理解为这样一个算符：它的本钲面敢同算锊 G 


的本征函飲一致，而它的本征値等7 



131* 吉布斯分布中的自由能 


US 


的公式。但是,必缜預先估計到下面的情况，这个情况在我們只对 
分布® 数本身威兴趣、而沒有把归一化系数同物体的一定的定量 
特性(它的自由能)联系起来以前，一直是不重荽的，例如,如果把 
两个相同原子的位 E 交換一下，那末在这样置換以后物体的微观 
tt 态由另一个相点来表示，这个相点是由原来的相点在把一个原 
子的坐标和动量与另一个原子的坐标和动量交換以后所得到的。 
另一方面，由于被置換的原子的等同性,物体的这两个状态在物理 
上是等同的。由此可見，与物体的同一个物理上的微观状态相对 
应的，在相空間巾有一系列的点。但是在把分布函数 <31. 2) 进行 
积分时，每一个状态当然只应該計算一次換句話說，我們在相 
空間內进行积分的区域，必須是只与物体化物理上不间的伏态相 
对应的那一部分 区域; 我們在积分号上加一撇来表明这种情况。 

因此，我們得到 公式： 

f -gCpsjf) 

e dr ： 


F=-kTln 


(31. 5) 


在这里和以后在类似的情形下，我們总是用 dr 来代表相空間体积 
元除以 




(31.6) 


于是求和形式的量子的配分函数 (31. 3) 被 (31. 5) 中积分形式的配 
分函數所代替。在§29中已經指出，經典的 能最茗 总是可 
以表示成动能 Ki . p ) 与势能 IKq ) 之和的形式。动 能是动 量的二 
次函数，因而对动量的积分可以在普遍形式下积分出来。因此关 


①如果把轾典的紀分面数着作是釐子的配分函&的极限，这个悄况躭变得特别 
明后者是按所有不同的 ft 子态进行求和的，因而轵本不会发生什么問埋（必須注 
S : 由于政函数对称性的量子力学原則， 霣子 志根本不会由于相同粒子的置換而发生 
变化） & 

从鈍粹經典的現点来看，其所以有必要达样来理解配分函数，原因 在于： 否則楗轩 
权重的可乘性就会被破坏，从而熵和其它热力学量的可加性也被硖坏了_ 
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于計算配分函数的問題实阮上归結为怎样把函数/ I 对坐标积 


分出来的問題。 


在实陈計算配分函数时，为了方便起見，通常是扩大积分的区 
域，同时引入相应的修正因子。例如,設所討論的是由 iV 个和同原 
子所构成的气体。这时可以独立地对毎个原子的坐标进行积分, 
幷把积分区域扩展到气体所占据的整个 体积; 但是，所得到的結果 
必須用犮个原子的可能置換的数目去除，即除以換句話說， 
可以用对整个相空間的积分除以 I !来代替积分 



(31. 7) 


对于 AT 个相同分子所构成的气体，也可以用类似的方法来扩 
展积分 区域: 对每一个分子作为一个整体的坐标(分子质心的坐标) 
所进行的积分都是独立地积遍整个体积的，而对分子內部原子坐 
标所进行的积分則只在毎个分子內积遍它本身所有的 “ 体积”（也 
就是說，积分只逼及这样一个小 区域: 在这个区域內相成分子的原 
子被发現的儿率不是太小）；达样做以后，必須再把积分除以 A 


习 題 

1. 物体的粒子間的相互作用势能是它們坐榇的《次齐次函数。試应用 
相似性的考虑，确定出这种物体的自由能在經典統計学中应取何种形式。 

解在配分函数 


m dr 

中，把所有的 g 用岣来代替，把所有的 p 用來代替（其中 a 是任意常 
敬)。如果同时用 xrr 东代替則被积式保持不变„但是，对坐标进行积分 

的积分限改变了——积分区域的綫度改变 f 倍，这使机体积相应地改变？ r 3 

倍；耍使积分限保持不变，那末必須同时用。7来代替7。經辻所有这些代 


& 31, 古布斯分布中的自由能 
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換以后，由于 sr 中的自变最 ( s =3 iv 个坐标和吋样数目的 动董； 况是物体中 

的粒子数）的变換，积分被乘上一个 A 3 A 0+^) 因子。因此，我們得出結 

諭：在 F ^\ 3 F , T^x^T 

的代換下，配分函数的变換为 

3N(l + ^jZ. 

具有这些性质的函数 z ( F T r ) 的最普遍的形式为 

加「(盖 3 

Z = T /( W 7 )， 

式中/是单变景的一 个任意 囷数. 

由此我們求出形式为由 （3.13) 和定义 (3.14) 

- 3 (-f + -™) iVfcr 1 n T + iVT ? Cl) 

的自由能表达式，其中总共只包含一个未知的黾变量函数这个数在 （1) 式 
的第二項中是这样引又的，以使得 F 具备应有的可加性)。 

2. 設宏现物体中粒子閧的梢互作用势能是它們坐标的 ™ 次齐次函数 t 
試推导出这种宏蹺物体的維里定理。 

解仿照力学中推导維里定理的方法我們来計算和式 2 rP 对时閧的 

微商，其中 r 和 p 为物体中諸粒子的位置矢徑和动量 # 注盘到 

幷且瓦 ( P ) 是动董的二次齐次函数，.我們梅到 

^2 rp= S ^ 2E： ^> + 2 r 

物体的钕子在空間的有限区域內运动，其速度不会趋向于无穷大.因此 
达个量是有限的，因而它对时間的微商的手均値变 为零; 即 

^ K +^ rp^O 

(式中 s ：=_ y ： u 微商办由作用到物体粒子上的力所决定，在对所有的粒 
子求和时，必須考 虑到： 除了这些粒子彼此間的相互作用力以外，还有从物 
体周圉各方面（遍及物体的整个表面）作用到物体上 的力： . 

2 r p=-S r — - rj > rdt ^- nU - 3 PF 

①例如，参看本教程第 u 卷“力学”， 5 
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(其中我們巳把面积分变換为体积分，幷注盘到 divr =3)。 因此，我們得到 

f £K -nU - SPY = O t 

引入总能量五 = P + E 后，我們得到： 

( n -\- 2 )K = nE -^ 3 FV . (2) 

达就是我們所求的定理。它不 汉在經 典理綸中是正确的*而且在量子理 
論中也是正确的。在經典的情形 F ， 平均动能 K = |^ Vfc ! T , 因而关系式 （2) 铪 
出： 

E + l pir =3 (;0 T - ⑶ 

由习題1中所求得的自由能表达式 （1) 出发 f 也可以推导出这个公式。 

在粒子按照庫倫定律相互作用的情形下 ( n = — 1), 我們从 (2) 式得到： 

- EH -3 PF . 

这个关系式是相对論关系式① 

的极限情形，式中的能 量五还 包栝物体中粒子的睜止能董在內。 

§32. 热力学微扰理論 

在具体計算热力学量时，常常有这样的情况：从物体的能量 
E { p , q ) 中可以分离出一些較小的項来，这些項在零級近似下可以 
忽略不計。例如，物体的粒子在外場中的势能就可以起这种微小 
項的作用（关于在什么条件下可以使我們认为哪些項很小的問題， 
参看下面）。 

在这一类惰况下可以发展一种計算热力学量的“微沈理論” 
( Peierls , 1933广。我們首先指出在經典吉布斯分布可以应用的惰 
形下怎样来进行这种計算。 

我們把能量忑(外写成形式 

①泰看本教程第二卷“場掄”第三版，§35,公式 (35. 

* 睜者沣； B,E. FeierlajZ^P/tyst^ 80,763(1933、 


S 32. 热力学微扰理論 


U 7 


二私 ip, q)-hV(p, q), 

■ 

式中 r 是微小的項，为了訐 3? 物体的 S 由能，我們写出: 







(32.1) 


J^jy/ 

^1 


V 




kT 2{kT) 


i)dr, 


(32. 2) 


幷且在按 F 的骚次的展开式中，我們在这里和以沿都只限于取到 
二次项，因为我們的目的只在于計算一級近似和二級近似的修正。 
取对数幷把对数也展开成級数，在同样的精确度下我 們有； 


F 



V - 



F^EaiPTq) 
"fa T — 




Ve dr 


式中 n 代表在 v = o 时訐算出來的“未被微扰的”自由能。 

上式中所得滅1的儿个积分是利用“未被微扰的”吉布斯分布来 
計算的各个相应量的芊 均値 纟 我們在 宇母上划一横綫来表示这样 
的平均，幷注意到戸―庐 = ( r — 最后我們写 W 


F^F^V-^iJ^vh ( 32 . 3 ) 


由此可見，对自由能的一級近似的修正就直截等于微扰能量 r 的 
平均値。二級近似的修正总是負的，幷且由 F 偏离共平均値歹的 
均方偏差来决定。特別是，如果平均値 P 变成零，那末由于微扰的 
結果自由能减小了。 

把 (32. 3) 中的二次項与一次項进行比較，就使我們能够 M 明 
上述微扰法的适用条件。这时必須注 意到： 平均値 P 和均方値 
( V - F) 2 粗略地讲二者都与粒子数成正比(参看 S 2 中关子宏观物 

I 

体热力学量的均方起伏的討論)。因此我們可以把所求的条件表 
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述为: 靥于一个粒子的微 扰能最 应当比小得多①。 

現在我們对量子的惰形来进行类似的計算。代替(32.1)，在 
这里必須写出相应的哈密頓算符的表 达式： h ^ A 0 ^ v o 根据微 
扰的景子理論，被微扰系統的能极在精确到二极近似修正时的表 
达式为② 

^ + ::心 ， (32. 4) 

jn 

式中是未被微扰的能級(假定是非簡幷的）；求和符号上的一 
撇表/六应該把 7 fl — 7 h 的項去掉。 

必須把这个表达式代入公式 


幷且像上面所进行的那样把它展开。經过簡单的計算得到下面的 
結果： 1 

+ E^ n -E { S iWlt, - 


^ In^n + 2^^ S . (32- 5) 

n n - 


式中叫 1 〃 是“未被微扰的”吉布斯分布。对角綫矩陣 X 
Vnn 幷不是別的，而就是微扰能量 F 在該（第《个)量子态的平均 


値。因此和式 


) 论 ft 


( D 在把 ( S 2.2) 中的被积式展开时，我們是按 i 这个 釐来展 开的， | 与粒子故 


成芷比 7 因而严格地讲，它耜不是很小的。徂是，取对敢幷把对敷再 一次展 开后，就® 
得一 些大的項相互約掉了 T 結果所得到的就是按微小 查展； f 的某极数。 

® 参看年教程第 三卷“ 衆子力学”， §38 s 



SS 2. 热力学撤扰理綸 


m 


是7的整个的平均値——旣对物体的显子态进行了平均，又按不 
同畺子态的 r 未被微忧的”）統計分布进行了 平均。 这样的手均我 
們用字母上划一横来表示；我們求出对自由能的一級近似修正等 
千 F ——这今結果在形式上与上面所得到的經典結果是一致的。 


可以把公式 (32 5) 改写成形式 


Fq-t Fsm 


f I 1 厂(切 m — 秘 Jt ) 


廳一 


- ⑽ 6 ) 

在这个表达式中，所有的二次項都是負的（因为叫一心 与於? 
一五 $同号〕。因此在量子的情形中，封自由能的二級修正也总是 
負的。 

像經典的情形一祥,达个方法能够适用的条件也是要隶 （ 屬于 
一个粒子的）微扰能量比处小得多。但是大家知道，通常的量子 
力学微扰理論(給出的表达式 （32. 4)) 能够适用的条件是要求 
微扰的矩陣元比相应的能級之差小得多；粗略地說，撤扰能釐应該 
此那些彼此間允許发生跃迁①的能級之差小得多 a 

这两个条件絕不是彼此一致的——因为溫度与物体的能級沒 
有任何关系。可能出現这样的情况：微扰能量比是小得多，但 
同时比几个起主要作用的能級之差却幷不很小，或者甚至千大得 
多。在这种情况下，热力学量的微扰理論（即公式(兕 .6)) 可以应 
用，但是能級本身的微扰理論(即公式 (32. 則不能应用了；換句 
話說,公式 (32. 6) 所表示的展开式的收 歛性范 圍可能比推导〔32 6) 
所根据的展开式 (32. 4) 的收斂性范圍要寬一些。当然，相反的情形 

(在足够低的溫度下)也是可能的。 

如果不仪微扰能 ft 比小得多，而且能級之差也比小得 


①一般來讲，这是一些使得物体中只有少数粒子的状志发生变化尥跃进 g 
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多， 那末公式 (32, 6) 就可以大大簡化。把(32.6)中的叫^-«^按 

的幂次展开，在这种情形下我們 得到： 

^F 0 -hv nn -~f S' TnTP+ (H„) 2 ■ 

L - ot - 

但是按照矩陣乘法規則，我們有： 

XT + S I i = i^nn, 

PI i^r 7JI 

因而我們得到形式上与免式 (32. 3) —致的表达式。由此可見，在 
这种情形下，量子力学的公式形式上变換到經典的公式。 

§33. 按 fz 的幕次展开式 

公式 (3L 5) 实质上是自由能的量子力学表达式 (31. 3) 在准經 
典情形下按 A 的幂次展开的級数中的第一項，也就是主要的一項。 

展开式中其次的一項不等于零，計算这一項也是很有意义的 
(Wigner, Uhlenbeck, Groppoi j , 1932) 0 

关于計算自由能的問題归結为計算配分函数。为此目的，我 
們利 用配分 函数就是算符厂#的迹这一事实（参看 (31. 4)); 为了 

使后面一些繁复的式子舄起来简单起見，我們引入符号入=+。 

■ 

算符的迹可以借助千任何一个完全的正交归一化陂圈数系来进行 
計算 a 为了方便起見，我們可以选擇 Y 个彼此不相互作用的粒子 
所构成的系統在某个很大的（但是是有限的）体积 F 中的自由运动 
的浃菡数来作为这样的陂函数系。这种波菡数具有形式 

? i J (33.1) 

式中1是粒子的笛卡儿坐标，而 J)f 是它們相应的动量；編号的角 
标取 i = …， S 的値，共中 d =3況是昃个粒子所构成的系統的 




ft 的冪次展开式 


m 


自由度数 


0 


下面的計算对子由相同的或不同的粒子（原 子) 所构成的系統 
同样适合。为了以普通的形式考虑到粒子可能是不同的，我們对 
粒子的质量也写上表征0由度的編号的 角标： 叫（自然，对应于同 
一个粒子的三个叫値总是相同的)。 

在物体內相同粒子的存在使得在量子理論中必需考虑所謂交 
換效应。首先,这就盘 味着: 波囷数 (33.1) 对粒子的坐标来說应該 
是对称的或者是反对称的 —— 視粒子遵循那一种统計而定 & 但 
是，实际上这个效应只是使得在自由能中出現一个指数型的小項， 
因而沒有必要考虑。此外，粒子的量子力学等同性影响到怎样对 
粒子的不同动量値进行求和的方法——在下面，例如在計算量子 
理想气体的配分函数时，我們就要遇到这个問題。这个效应导致 
在 a 由能中出現一个三次方的項（見下面)，因而也不影响我們 
在这里所耍計算的 A 2 項。.由此可見，我們在計算时可以完全不必 
考虑任何交換效应。 

在 (33.1) 的每一个波函数中，动量内有确定的常数値。毎个 
扒的全部可能値形成一个稠密的不連續 的序列 （:两个相邻値之間 
的距离与系統所占据的体积的綫度成反比。因此矩陣 
对全部可能的动量値的求和可以用对却=却…办 s 的积分来 
代替，同时要考虑到"占据”在相空間体积 V ^ dp 內（每个粒子在体 

积 r 內的全部坐标値和在中的动量値)的量子态数等于 

V N dp 

(2 ttA ) s * 

我們卩[入符号 


I = e 




〆 并 


(33. 2) 


①参焉+教程笫兰卷"釐 - P 力学、§20〔关于粒子在势阱屮运动的习 題）。 
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把它对所有的坐标进行积分,就得到我們所感兴趣的矩陣元： 

^' Q )pp = y^\ Id ^- ( 33 , 3 ) 

由此再对动量进行积分，就得到所寻求的配分函数。所以,总之我 
們应該把/遍及整个相空間进行积分,更确切些說，应該遍及相空 
間內对应于物体的物理上不同状态的区域进行积分，共理由已在 
笞31屮閛明；如同在§31中一样，我們用积分号上加一撇来表明 
这个情况： 

f / dL \ (33. 4) 

71 ■ 

首先我們来汁算/这个量，方法如下。我們来求微商注 


意到 

我們 求得: 



91 

dK 





我們来展开方程式的右边，为此要利用物体的哈密頓算符的显示 
形式： 




U 


3 3 




1 

2 




(33. 5) 


式巾 C 7= t /( gi ， g 2 ," n ) 是物体內全部粒子的相互作用势能。借 
助于 (33. 5)，幷經过簡单的計算后，我們得到有关/的下述方程 
式: 


%r 一称 ^ 羞+1^)， （ 33 . 6) 


式中 



的 * 按 A 的幕次展开式 




12S 


是物体能最的通常的經典表达式。 

昆然，我們有：当人二0时， 1-1- 

在这个条件下来求解 & 以 
代入方程式，它就变成如下的形式； 


上述方程式 C 3& 6) 应該 


( 33 . 7 ) 


dx 


-2 


—1 

2 m .- 


^ HXp.dU f ^9% 

~ h ~ Wi ¥ ■ b—Wi 


9 X 3 U 


- 命叫默-奴 




9 qi 


WY 


( 33 - 8 ) 


共边界条件为：当时，%-1 0 

由于考虑到 a 們所求的是的幂級数，我們用逐次近似法来 
解方程式 (33. 8): 

X^+hXt + h 、 七…， (3 a 9> 

式中的 X lT X 3 , …当 X -0 时都等于0。把这个展开式代入方程式 
(33, 3), 幷把不同 A 眾次的項分离开来，我們得到方程式 


3 X ± 

~9 T 


令 § 


% 

d \ 


1 _ 


㈣ 命， 榮-皆 


从第一个方 k 式确定 x 、， 然后从第二个方程式确定 x s 。 經过簡单 
的計算后我們得到： 


mi 


Wi ， 


+f s ir(l|) S - f ? 去 0 - 


炉? 7 


( 33 . 10 ) 
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所求的配分函数 (33. 4) 等于积分 

(1 + + 矽乂 2 ) e — 阳 (33.11) 

■ 

很容易看出：在这个积分中&的一次項变成 a 这是因为，这 
—項的被积囡数 Xie^ iE(P) ^ 是动量的奇函数 mp , d 是动显的二 
次函数，而 Xi 按照 (33. 10) 是动量的綫性菡数) f 因而在对动量进行 
积分后变为零由此可見，我們可把 (33.11) 改写为形式 

^ = (l+A E X s )f 

■ 

式中我們引 入了按 經典吉布斯分布的平均値又 2 : 

{ V ，卿 ， r 

=」 ~t ~■- —- 

e -^ p^dr 

* 

把配分函数的这个表达式代入公式 (31. 3), 我們求得自由 能为： 

^ = ^-^131(1+^), 

或者在同样的精确程度下， 

(33.12) 

在这里我們用来代表經典铳計¥中的自由能表达式（公式 
(31.机 

由此可見，在自由能的展开式中紧接着翹典項之后的是友的 
二次項^这个情况不是偶然的 D 我們曾用逐次近似法求解方程式 
(33, 8), 而量子常数只以仆的形式出現在該方程式中；因此所得 
到的展开式也是按 U 的幂次的展开式。自由能是实数，所以在0 
由能中只能出現 iA 的实数幂次^因此在这里所推导出来的自由 
能展开式(不考虑交換效应)是按 A 的偶次幂的展开式。 

我們剩下的問題是計算平 均値％ 。在 S 29中我們 看到: 在經 



S 38, 按 t 的幕次展开式 
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典統計学中粜标的几率分布和动 畺的几 率分布是彼此独立的。因 
此对动量的平均和对坐标的平均可以分別进行。 

显然，两个不同的动量的乘积其平均値等于審:^ =如5*=0, 

而手方异的平均値等于#。因此可以骂成： 

入 


PiPk = 





式中当 时，^ = 1,当 i^k ^ ^-0. 对动量进行平均时利 

用这一公式，我們就得到元的表达式如下： 


〒 — 人 1 /dvy 1 两 

一 十'^ 硕 


(33.13) 


这两項可以合幷为一項，因为其中所包含的平均値由关系式 


9 U 


) 


3被 \9 q t 

朕系着。这个等式的正确性是很容易证明的，只要注意到 


(33 - 14) 






xu dqo 


在計算0时，右边的第一項給出了代表表面效应的表达式，第二 


項給出体积效应;由于物体是宏观的，第一項同給出体积效应的第 

二項比較起来完全可以忽略不計。 

一 1 
把这样得到的的表达式代入公式 (33. 12>,幷以+代替入， 


我們最后得到自由能的表达式如下： 

叫 +▲ 转觀 （ 33 . 15) 

我們看到，对經典値的修正总是一个正的量，它由作用到粒子上的 
力的均方値来决定这个修正随着粒子质量的增加和溫度的升高 
而戚 小。 



126 


第三章吉布斯分布 


根据以上所述，在这里所推导出来的展开式的再下面一項应 
当是四次項。这个情况使 我們可 以完全独立地来計算 V 項，在自 

I 

由能中出現的 p 項是由于粒子的量子力学等同性使得对动置的 
求和具有某些特点的緣故这一項在形式上与对理想气体进行类 
似計算时所刖起的修正項相同，因而由公式 (55. 14) 

尸 3> = 土 #— j (33.16) 

s VikT^m^ 


(对干及个相同粒子所构成的物体)所决定。正号鼷干費密統計的 
情形，負号屬于玻色統計的情形, g 是遍及电子动量矩和原子核动 
量矩二者所有的可能取向的总簡幷度。 

所得到的这些公式也可以用來求出物体內原子的坐标和动量 
的几率分布函数中的修; E 項。根据在§ 5中所得到的普遍結果，把 
I 对 dg 积分后就得到动 迓的几 率分布(参看 (5. 10))： 


dw p 




常数办 j " i 办. 


在 I 中的一項包含对坐标的全微商，幷且在对坐标积分 
后給出的量代表表面效应，因而可以忽略不計。因此，我 們有： 

I 

加广常数广 f < 却 j ( 1+ hDe_ 奶 dq. 


枉乂! 的表达式 (33. 10) 屮的第三項和第四項在对坐标积分后铪出 
一个撖小的常数項（不包含动量），它在这一近似中可以忽略不計。 

把因子句归幷到常系数中去,我們得到： 


常数6 













式中所包含的卒均値由关系式 

' otT 9 U 

3 ^/i 3 ?jt 

联系着(与 (33. U ) 类似)。因此我 們有： 

㈣ =常数广洪「1 +穿 -^1^ ( 33 」 7 ) 

p , *L 24 miTitj, 」厂 

在 (33,17) 中我們可以把方括号用相应的指数表达式来代替，而精 
确度不变;于是可以把这个表达式最后改写成下述形式： 


伽，常数 ex P 卜去[导盖一 

w 如 Ji p ' 


(33. 18) 


因此，我們看到 :对經 典的动 fi 分布函数的修正归結为把动量 
的一个二次式附加到指数中的动能上去，这个二次式的系数依賴 
于物体中粒子的相互作用定律。 

如果我們希望求楫对于任意一个动量和的几率分布，就必須 
把 (33.17) 对所有其余的动量进行积分。在这样积分以后,所有带 
平方祐00的項給出这样一些 常数： 这箜常数比1小得多而可 
以忽略不計，而所有带不同劫量乘积的項在积分以沿变为零。結 
果我們求出（仍旧把它变为指数形式)： 


=常数 oxp 


\ __ £?— 「 
\ 2niikT 


1- 


12mi(kTf\dq 




(33. 19) 


我們看到：所得的分布和麦克斯韦分布之間的差別只在于相当于 
用一个較髙的“有效溫度”去代替眞正的溫度 A 


、=常数 咖 


_ 


式中 
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T 


啃 a 


T + 


P /9 U 


: y . 


l ^ mik ^ Xdq . 

用类似的方法可以把修正的坐标分布函数計算出来。在把 I 
对动量进行积分以后,就來得坐标的分布 菡数： 


dw . 


常数 dqjl dp. 


利用类似于获得 (33+13) 式的計算,使我們得出如下的 結果: 

1 / 9 U \ 3 

I ■ ■ 

12 


加 常数 〆 17 


1 + 


24 




w S 1 ， u 


9 q 




写成指数形式 ，即: 


dw . 


常数 espy -^ 




1 WF 


2 




厂_ - 1/3 ^V 

「 WB^^^Xdq 

1 邦] 

^7^ 


卜. 


(aa 20 ) 


§34. 轉动物体的吉布斯分布 

关于轉动物体的热力孪关系式的間題已經在§26中考虑过 
了。現在我們来 間明: 应該怎样来表述轉动物体的吉布斯分布;这 
样就可以完全解决莱于轉动物体的統計性质的問題。至于勻速平 
动，那末在§ 26中已經指出，由于伽利略相对性原理，它对袜計性 
质只起着无关紧要的影响，因而不需要特別加以考虑。 

在随着物体一起轉动的坐标系中，通常的吉布斯分布是正确 
的;在經典統計学中， 

P-C2tt/0"^p (34.1) 

式中苽(外 ？ )是物体在这个坐标系中的能量，它是物体粒子的坐 
标和动量的函数，而 P 是物体在这个坐标系中的自由能 C 但是它 

I 

耜不同子靜止物体的0由能)。能量#(於？)和靜止坐标系中的 
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能量五 ( P 4) 之間的关系式为 

E f ( p , q ) 口 nMC ^ g ), (34, 2) 

式中 n 是轉动角速度，而 M ( P ， g ) 是物体的动量矩（見 g 26 K 把 
(34. 2) 代入 (311), 我們求出轉动物体的吉布斯分布的形式为① 

P -(2 ttW ^ exp I ( B 4.3) 

在經典統計学中，轉动物体的吉布斯分布也可以用另一种形 
式来表示。为肫，我們利用物体能量在轉动坐标系中的下述表 达式: 

( 34 . 4 ) 

式中 V 是粒子相对于轉动坐标系的速度，而 r 是粒子的矢徑（見 
第92頁的底注，公式 (2) h 不依賴于 II 的那部分能量我們用 

Moiy \ r )^ = ^^V (34.5) 

_ | | 

来表示,于是得到吉布斯分布的形式为 

(r— 風 (V ， r ) 十去 ： S 饥 [nrp) 

P 其 i^hy s esp| ---^- y 

函数 P 决定处于相空間体积元 

dxidytdz^^dpisdpi^dp^^** 

中的几率,.其中 P ^ m /+ m [ nr ] 是物体粒于的动量（見第兕冥的 

底注,公式（1))。由于对动量求微分时坐标应該看作为常数,所以 

dp r ^ mdw \ 我們也可以用粒于的坐标和速度来表示几率 分布： 

¥ 

dw = Cexp ⑥—士 £?o(vS r) - \ x 

x dx±dyidz i * * ? (34. 6) 

为了簡单起見，我們在这里把 （2 dr s 这个因子同所有粒子质量 


①分布 （34,3), t 通常的吉布斯分布一祥，是同54中由刘推定理（公式;(4.2)) 
出龙所样到的結系完全符 合的； 分布面取的 对铒是 物体的餌焉;和 动茸矩 的核性函敢, 
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的乘积（由于把动量微分变換为速度微分而出現的）一起用 C 来 
表示 & 

对靜止的物体我們有 

dw=C exp r ^ ^^ l ^ y ^ i '^ dvudv ^ dvu ^** T (34. 7) 

式中風 ( v ， r ) 的表达式与 （34. 5) 相同——不过現在是靜止坐标系 
中的速度的函数。因此，我們看到，轉动物体按坐标和速度的吉布 
斯分布与靜止物体的吉布斯分布之間的区别只在于附加了一項势 
能，它等于 

I 

換句話說，对物体的統計性质来說，轉动相当千出現一个对应干离 
心力的外力場。科里奧利力則幷不影响这些性质。 

但是，必須着重 指出： 上面的結論只适用于經典統計学。在 fi 
子的情形下，对于轉动物体应該用类似于 (34. 3) 式的統計算符表 
达式 

CF ^- g 4 P^J 

w-e kt (34,8) 

才是正 确的。形式上可以把这个算符化成对应于 (34. 6) 的形式， 

这时速度 V 由算符矿 [ nr ] 来代替 fl 但是这个矢量算符不 

SI9 

像靜止坐标系中的速度算符$那样：它的各分量是彼此不能对易 
的;因此,对应于 (34. 6) 式和 (34, 7) 式的两个統計算符，除开其中有 
一个存在着离心能量以外，一般来讲，彼此間也还存在着重大的 
差別。 


835,粒子数可变情形的吉布斯分布 

B 到現在为止我們总是默认：物体中的粒子数是一个烚定的 
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常数。同时我們有意識地把各个子系統之間实际上可以发生粒子 
交換这一事实擱置一旁而未加考虑。換旬話說，子系統中的粒子 
数 JV 不可避免地会在它的平均値附近起伏着。为了准确地表述在 
这里所用的粒子数三字是什么意思，我們把系統中被包圍在一个 
确定体积內的部分称为子系統； 于是我 們把#理解为处在这个体 
积內的粒子数 ®。 

因此，产生了怎样把吉布斯分布推广到粒子数可变的物体上 
去的問題。我們在这里只写出对于由相同粒子所构成的物体的公 

式；进一步怎样推广到包含不同粒子的系統上去是很明显的 
(§ S 3)。 

現在分布函数不仅依賴于量子态的能量，而且还依賴于物体 
中的粒子数幷且能級風^本身在不同的 W 下当然也是不同的 
(这个情况用角标 iV 来表明）。物体包含#个粒子幷同时处子第《 
个状态的几率我 們用叫 ^来表示。 

确定这个函数形式的方法与§ 2 S 中获得函数的方法完全 
—样。区別只在于 :媒质 的熵現在不仅是它的 能量梦 的函数，而 
且也是它的粒子数 iV ^ 的 函数： 把瓦和驾成 
允 口鲈、 -E nN 和#⑻一及 ( W 是物体中的粒子数，是整个 
閉合系統中給定的粒子总数，它此 2 V 要大得多)，根据 ( 28 . 2 ) 我們 
有： 


叫及 =常数 exp (，— - N ) I 

(像在 S ‘28 中一样，把 W 这个量看作常数）。 

其次,我們把及按風^和 W 的幂次展开，幷且仍归只保留到 

①28中推导吉准斯分布时，我們所考虑的实质上就是在这神意义下的子 1 
系铳：从公式 (28.2) 到(23.3)，栽足我們把熵进行嫌分时，认为物体的体积是恒定的 
C 因而媒质体积也是恒定的）。 
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綫性項。把热力学恒等式 (24. 5) 写成形式 




由这个式子 得出: 


/3^\ 1 /9 S 


Ejy 


因此 


I 

义 ( 渺 0 ) 一 JV t0) - N) =S r (E m , N iQ) ) - 

幷且由于平衡条件的緣故，物体和媒质的化学势 M (正如溫度一 
样)是相同的。 • 

因此,我們得到分布 函数的 表达式 如下： 

^^ E 7 lS 

w n y = Ae - (35. 1) 

归一化常数」像在 §31 中那样可以用热力学量来表示。計算 
出物体的熵： 


- fj,N E 

S=~^Jc In tVnir^ 一 b In 4 -十 jr. 


由此可得 


kTlnA^E-TS-fiN. 

但是左 一；M 二扒而尸― /ijf 之差是热力势屯由此可見， HUnJca 
因而我們可以把 (35,1) 改写成如下形式 




^; v - e wN 
" ~ Ft 1 


(35, 2) 


这就是粒子数可变情形的吉布斯分布的最后的形式。 

分布 (35. 2) 的归一化条件要 求：把 uw 首先对所有的量子态 
(在給定的I下）然沿对所有的 iV 値进行求和的結果应当等 于一： 


lY it 








^ nN \ 

叫 =1 



S 5. 粒子數可变情形的吉亦斯分布 


由此我們得到热力势 n 的表达式 如下: 



(35, 3) 


狳了公式 C3L3) 以外，这个公式也可以用来計算具体物体的 
热力学盘。公式 (31. 3) 給出物体的自由能作为 A 友和 F 的函数， 
而 （35. 3) 給出物体的热力势 n 作为 T， #和7的面数。 

在經典統計学中，我們把几率分布写成形式 

dwy — psdp^dq^y 

式中 

p N =(27 rhy s e <35-4) 

在分布函数中我們把变量 w 写成角标的形式对相体积元我們也 
写士同样的角标,这样就着重指出：与毎一个I値对应的有它自己 
的相空間（它的維数为 n 的公式相应地写成如下形式 

I 




XI— —¥T In 


f ? 巧、 


hT ~dr 


<35. 6) 


最后，我們来討淪一下在这里堆导出来的粒子数可变情形的 
吉布斯分布 （35. 2) 同以前的分布 （31. ：1)之閧有何 联系。 首先很 
明显: 在确定物体所有的祙計性质(除了物体中粒子总数的起伏以 
外）时,这两种分布是完全等效的。忽略粒芋数 iV 的起伏，我們就 
得到 n + fj ^ F ， 因而分布 (35. 2) 也就同 (31.1) 完全一致了。 

分布 (31. 1) 和 (31 2) 之間的联系在一定的意义下类似于微正 
則分布和正則分布之間的联系。用微正則分布来描述子系統相当 
于把它的总能量的起伏忽略 不計； 而正如分布在它的通常形式 
(31- 1>下則考虑了这种起伏^但是后者沒有考虑到粒子数的起 
伏;可以說,它是“相对于粒子数的微正則 分布' 而分布 (35. 幻无 
論对能量或者对粒子数都是“正 則的' 这种分布通常称为巨正則 




分布。 
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由此可見，所存这三种分布——微正則分布、芷則分布 相叵正 
則分布一对于确定物体的热力学性质来說在原則上都是适用 
的。从这种观点来看，居別只在于数学上的方便程度。实际上，微 
正則分布是最不方便的，因而实际上是从来不用的。最方便的通 
常是吉布斯巨正則分布。 


836. 由吉布斯分布推导出热力学恒等式 


吉布斯分布在整个統計学中起着最主要的作用，因此我們在 

这里还要叙述一种推导它的方法。这个分布实质上我們在§ 4 和 

■ 

§6中已經直接从刘維定理推导出来了。我們 看到: 应用刘維定理 
(連同子系統分布函数的可乘性的假設一起）使我們能够得出結論 

如下: 子系統的分布函数的对数应該是它的能量的綫性 函数： 

In = (36,1) 

幷且系数0对于給定的閉合系統的所有子系統来讲#是相同的 
(参看 (6. 4)，或經典情形的类似关系式 (4. 5»,由此可得 

Wn^ e a+ ^ n ； 

如果以純粹形式的方式引入符号 




F 


那末这个表达式在形式上同吉布斯分布 (31. i > —致。剎下来还需 
要 证明： 从吉布斯分布本身，即用盹粹統計的方式，可以推导出基 
本的热力学关系式——热力学恒等式。 


我們已經看到，存这个最，因而也就是 T 这个量，对于处于平 
衡状态的系統的所有部分来讲应該是相同的。其次，显然应該有 
^<0,亦即^>0;否則归一化和式芝就必然会发散（因为能量 
E n 由于包含粒子的动能可以取任意大的数値)。所有这些性质都 


36. 由吉布斯分布推导出热力学恒等式 
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是同热力学溫度的基本性质一致的 & 

为了推导出定量的关系式，我們必須从归一化条件 






出发。我們来微分这个等式，把它的左边考虑为 T 和某些参童 

心…的 函数，这些参量表征着我們所考虑的物体所处的外界条 

■ 

件；例如，这些参量可以确定物体所占体积的形状和大小。.能級 

……的値为参量而依賴于它們。 

进行微分后，我們 写出： 

2卷砑 — 入一=0 

(为了簡短起見，我們在这里只考虑一个外参量 X )。由此可得 

在等式左边，乏>^=1，而在右边 


3入， 


再考虑到 F - E = - TJS 以及① 




(36, 2) 


最后我們得到: 


dF 


3片 


如果哈密傾算符方〔因而以及它的本征値依賴于某个畚置 、那末 

dE n _/dfi\ 


m 


(桊看 本敦程笫三卷"量+力学"，第一部分 5 72,公式 （72, 2)%对它进行抚計平均后就 
掙到公式 (3 R .2), 
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这就是对于自由能的热力学恒等式的普遍形式。 

利用同样的方法可以得到粒子数可变情形的吉布斯分布。如 
果把粒子数考虑为力学变量,那么 显然： （对子閉合系統来讲)它也 
是一个“运劫积分'幷且也是可加性的。因此应当 写成： 

In Wjuf = a + 技 EnrV yN^ (36. 3) 

式中 7 也像 (5 —样，对于平衡系統的所有各部分来讲必須是相同 

■ 

的。設 

W 、 卜 7 - kT ， 

我們就得到形式为 (35. 2) 的分布 ，然 后利用与上面相同的方法，就 
可只得到对于热力势 n 的热力学恒等式。 



第四章理想气体 

§37,玻耳茲 曼分布 

袜計物理学中最重要的硏究对象之一是所謂理想气体^理想 
气体就是达样一种气体，它的粒子（分子）間的相互作用是如此微 
弱，以致于可以忽略不計^物理 上允許 这样忽略的前 提是： 或者是 

I 

粒子問的相互作用在任何距离下都很小，或:者是气体足够稀薄。 
后一种情形更为重要，在这种情形下，由于气体很稀薄，因而使樽 
气体分子几乎总是彼此相距很远，在这种距离下相互作用力已經 
足够小了 3 

由于分子之問不存在相互作周，使我 ff 5 可以把关于确定整个 
气体的能极的量子力学問題归結为确定单 f 分子的能級的問 
題。 达些能級我們用外来代表，其中角标&是一定分于的状志的 
量子数的集合。于是能量五&可以表示为毎个分子的能量之筘的 
形式。 

但是，必須 注意： 即使不存在直技的动力学相互作用，由于粒 
子的等同性，粒子間仍然存在着一神独特的量子力学的相互彩响 
(称为交換效应)。例如,如果粒子“服从費密疣計'那末这种效应 
就表現为在毎一个最子态中不可能同时出現一个以上的粒 子①; 
对于“服从坡色統計”的粒子发生类似的效应，但以另一种方式表 
現出来。 


①应当强绸一下：当我們讲到单个粒子的 fi 子志时，所指的总是由全邡量子數 
的集合才能完全确定的状态（其中包括粒子动贵矩的取向，如槊它其有这种 a 子数的 
話)。不应当把量子态和羞子能級淇为一麸——对应于同一个能級可以有一系列不同 
的 s 子志（如果能絞是筘幷的 
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我們用&来代表气体中处于第 fc 个量子态的粒子数，叫这 

p 

些数有时称为各个量子态的“占据数' 我們来考虑怎样計算这些 
数的平均値&的問題，幷且先来詳細地硏究一种非常重要的惰形， 
即当所有的数 

& 《1 (37. 1) 
的情形。这种情形在物理上相当于足够稀薄的气体。以后我們将 
建立一个保証滿足这个条件的判据,但是現在已經可以 指出： 事实 
上通常所有的分子气体或原子气体都是滿足这个条件的。只有当 
密度大到使物质无論如何也不能考虑为理想气体时，这个条伴才 
被破坏^ 

平均占据数^<1的条件意 味着: 事实上，在毎一时刻处千毎 
一 个量子态中的粒子不会多于一个。由于这个緣故，不仅粒子間 
的直接的动力学相互作用可以忽略不計，而且連上述的它們之間 
fi 子力学的間接相互影响也可以忽略不計。这种情况也就使我們 
可以把吉布斯分布公式应用于各个分子。 

事 实上，我們是对任何太的閉合系統中較小的但同时又是宏 
观的部分来推导吉布斯分布的。由于物体是宏观的，使我們可以 
把它們认为是准閉合的，亦即在某种意义下可以把它們同系統中 
其它各部分的相互作用忽略不計。在这里所考虑的情形下，气体 
的各兮分子是准閉合的，虽然它們絕不是宏观物体。 

把吉布斯分布公式应用千气体的分子，我們可以 断言: 分子处 


于第&个状态的几率正比子，从而在这个状态的分子的平均 
数 I 也正比子厂5即 





(37 - 2) 


式中 a 是常数，由归一化条件 


537 -波耳茲曼分布 




(37.3) 

h 


来决定 0 V 是气体中的粒子总数）。由公式 (37. 2) 所确定的理想气 


体分子按不同状态的分布称为坡_耳蘇 ft 梦布(它是玻耳茲曼在 
1871年+对千經典統計学的情 

在 (37. 2) 中的常系数可以用气体的热力学量来表示。为此我 
們把这个公式再推导一次，这种推导方法的基础是把吉布斯分布 
应用于气体中处于一个給定量子态中的所有粒子的集合。我們有 
权利这样做(即使粒 子数叫 幷不小），因为达些粒子和其余粒子之 
間（如同一个理想气体中的所有的粒子之問一样）沒有直接的动力 
学相互作用，而量子力学的交換效应只对于处在同一个状态上的 


粒子才会发生。在巨正則分布的普遍公式 （35, 2) 中，令丑=如外， 
幷把 n 这个量写上角标&，我們就得到叫取不同値的几牢 


分布的形式为 



(37. 4) 


特別是，拟。= 6^是 第&个 状态中完全沒有粒子的几傘^在 
这里我們所威兴趣的情形下，心《1，这时几率接近于一 ，因此 
在第^个状态中具有一个粒子的几傘表达式 


k 中，可以忽略掉髙級小的項而令二 l a 于是 


切1 


—% 


AT 


至于 說到如 的値》1的几傘，那末在闻样的近似下可以认为 


* 


課者 ft: L. Boltamannj IVien. , 63 ? 3S7(1S71) 0 
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它們等于零。因此 

因而我們得到坡耳茲曼分布的形式为 

m = e hT - 5) 

由此可見，在公式 (3?. 2) 中的系数可以用气体的化学势来表示。 

§38. 經典統計中的玻耳茲曼分布 

假如气体分子(以及分子內的原子）的运动遵循經典力学，那 

I 

末我們就可以用分子在相空間中的分布，亦即按动量和坐标的分 
布，来代替按暈子态的分布。設在一个分子的相空間中“包含”在 

a 

体积元办 = 私咖…句 v(r 是分子的自由度的数目）內的 

平均分子数为 dN 。 我們把这种情况写成下式 

dN - n {^ p y q ) dt y dr = (38.1) 

幷且我們把 <趴 3) 称为“相空間中的密度”（虽然与相空間体 
积元相差一个 (2 ttA)i 因子)。現在代替 (37. 5) .我們得到 

n ( p , q)=e ^ ， (38.2) 

式中是一个分子的能量，它是分子內的原子的坐标和动量 
的豳数 s 

但是，通常不是分子的全部运动都是准經典的，而只有对应子 
它的一部分自由度的运动才是准經典的。例如，当气体不处于外 
力場 中时，分子的芊动总是准經典的，幷且手动动能在分子能量办 
中是 一个独 立的可加量，而能量的其余部分莞全不包含分子质心 
的坐标 A 3/, 3 和动量 Pm P ^ P ,。 这种情况使我們能够从玻耳茲曼 
分布的普遍公式中分离尚一个因子来，这个因子决定气体分子按 



|3 S , M 典恍計中的玫耳茲曼分布 


Ul 


上述諸变 fi 的分布。 M 然，分子在气体所占据的体积內的分布就 
是均勻的分布，而对于单位体积內具有在铪定間隔由^，办 k 办^中 
的（平动）动量的分子数来讲,我們得到麦克斯韦分布公式 

dN p — --- ” dp^dpydp^ ( 38 . 3 ) 

- V (27 TmkT )^ 

r/ , 4 m ( v ) 

dN ^§(^^) e ~ oa 4) 

(m 是分子的质量)，这神形式已經归一化为每单位体积內有 f 个 
粒子。 

其次,我們来考虑处于外場中的气体，幷且认为分子在外場中 
的势能只是它的质心坐标的函数: nU A 例如，引力場就是 

如此\如果在这个外場中平动是准經典的（实际上总是这样的）， 
y , d 就在分子能 S 中是一个独立的可加 fi：。 按分子速度的麦 
克斯韦分布显然仍旧保持不变，而按质心坐标的分布由公式 

dNr^UQe ^~'dv (3 & 5) 

来决定。这个公式給出空間体积元抓却办中的分子数;而 

Ti ( r ) =^ n^e — 奶 ~ (38 L 6) 

这个量就是粒子密度。常数叫是在的那些点的密度。公式 
m 6) 称为坡耳茲曼公式。 

例如，在沿着 z 軸方向的均，勻重力場中 = 气体的密度 
分布由所謂气压計公式 

n{z) =« 0 e (3S* 7) 

来决定,式中是在 S = 0 的水平綫上的密度。 

在距离地球很远的地方，引力場应該用精确的牛頓公式来描 
述，幷且势餌在无穷远处变成零，根据公式 (3a 6)，这时气体密度 
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在无穷远处应当会具有不等于零的有限値。但是有限数最的气体 
不可能以到处都不等于零的密度分布在无限大的体积内。这就意 
味着: 在引力場中，气体(大气）不可能处于平衡状态而必然会連續 
不断地弥散到空間中去®。 


习 U 


1- 設一圆柱体的半徑为 B ， 长度为 Z ， 幷以角速度 D 繞它自己的 _[& 轉动 
C 圓柱体内共有 iV 个分子)，試求圓柱体内的气体密度。 

解 在5 34屮已經指出，物体的整体轉劫相当于具有势能 一 ^iWW 

的外力埸是到鹎动軸的距离）。因此气体的密度为 


n(r) =Ae 


2 kT 


归一化后給出: 




, Vmn ^ maV V^ T 


2^ kTl { e v * lL3 ^ kT -lY 
2. 試求相对論性理想气体的粒子按动量的分布。 

解相对論性位子的能量用它的动量 来表示 时为 f = 十; ^ 

_ T 

是光速）。归一化以后按动畺的分布为 

C\/ \ r 

— ^ dp ^ dp ^ dp ^： 

45 rCW (?) 3 5 


dN ^ T 2 nr 


exp 


~kT ) 


7050 


twv / ^ \ K 1 / inc 

式中 Ko . Ki 是虛宗量的第二类贝塞尔函数。 


§ 39 . 分子的碰撞 

封閉在容器內的气体的分子在运动中同器壁发生碰撞。我們 
来計算气体分子在单位时間內碰撞到单位面积器壁上的平均次 
数。 


①这个过程使月亮失去它的大气。对于具有巨太质量的地球来讲，大气的弥散 
速度呆如此地撤乎其微，以袞于这一过程在实际上不可能具有任何耷义。 



§39. 分子的 碰撞 
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我們在器壁上选取一个任意的面积元，幷引入一个坐标系，其 
2軸垂直于达一面积元(現在可以把它写成办％的形式久在气 
体的諸分子中，在单位时間內能够达到器壁亦即能够同器壁碰撞 
的，只是那样一些 分子: 它們的坐标2不大于它們的連度沿2軸方 
向的分量 v g (z 軸自然应該指向器壁，而不是指向相反的方向)。 

因此，速度分量处在給定間隔，山^中的分子在单位时 
間內(与单位面积器壁)的碰撞次数等于分布函数 （38. 4> 乘 
以底为1[厘米] 3 、 高为％ 的柱体体积。于是我們得到 

dv^ 說^^)* e_ ™ (、: :广 * ) Vsdv ^ dv y (肌” 

由此很容易求出气体分子在单位时間內碰撞到单位面积器壁上的 
总次数匕为此，我們把 (39. 1) 式对所有从0到如的速度〜进行 
积分， 幷对％ 和心从一《>到 oo 进行积分（不应当对〜从-…到 
0进行积分，因为在％<0时分子飞向与器壁相反的方向，因而不 


会同器壁发生碰撞)。达样就 給出： 

N / ¥T „ F 


(39. 2) 


(式中我們已經根据克拉泊龙方程式用气体的 S 强来表示气体的 
密度）。 


引入速度的絕对値 w 以及确定它的方向的极角 (9 和9来代替 
％，〜，我們就可以把公式 (39.1) 用“速度空間”中的球坐标写 
出来。如果选取3軸力极軸，則 COS $因而 


dv y — ^ e sin 9 coa 0 dB dfpdv. (39. 3) 

現在我們来考虑气体分子彼此間的碰搔。为此必須預先求出 
分子按它們彼此間的相对速度（速度•总是指的质心的速度）的分布 
函数 D 因此我們选取任意一个分子幷考虑丼余所有的分子相对于 
这个分子的运动，亦即对于每 •个分 子来說我們不考虑它（相对于 
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器壁)的絕对速度〃，而考虑它相对于其它某个分子的相对速度 V 。 
換句話說，我們不討論单个分子的运动，而每次都考虑一对分子的 
相对运动,幷且对它們的共同质心的运动不感兴趣。 

从力学中大家 知道： 两个质点（其质量为叫 I 和叫)的相对运 

t 

动的动能等于 ImV 1 ， 其中= 是它們的“折合质量、而 

V 是相对速度。因此理想气体的分子按相对荜度的分布具有按絕 
对速度分布的同样形式，所不同的只在于 m 被折合质量‘所代 

a 

替。因为所有的分子都是相同的，所以因而我們得 S 在 

单位体积內相对于某个給定分子的相对速度位于 V 和之 
間的分子数为 


dN v f ^ (39. 4) 

分子的相互*擂可以伴随着各种不 M 的过 程： 偏离（散射)一 
定的角度、分解为原子等等。在碰撞时发生的这些过程通常用它 
們的“有效截面”来表征。一个铪定的粒子同其它粒子碰撞时所发 
生的某种过程的有效截面，就是单位时問內发生这种碰撞的儿率 
对粒子流密度的比値(粒子流密度就是单位体积內相应的粒子数 
和它們的速度的乘积 h 因此一个給定的粒子(在单位时間内）同 
其它粒子发生碰撞而阔时伴随着有效截面为^的某种过程的次数 
等于 

⑶. 5 ) 

0 

单位时間肉在气体的整个体积內所发生的这种碰撞的总次数显然 
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习 H 

% 

1. 試术速度方向与器壁面法錢的夹角位于 a 和<?+必之閧的气体分子 
在单位时間內 m 遺到单位面积器壁上的次数。 

解 

= 6 cos 8 dB. 

2. 試求速度的絕对値位于 w 和之間的气体分子在单位时 M 钓磁 
撞到单位面积器壁上的次数。 

解 

AT . / \^ 2 

e 27 cT ^ dv \ 

3. 試求单位时間內碰撞到单位面积器壁上的气体分子的总动能， 

解 

h^A. 

V ^ mir 1 

r 

4. 試求一个奋子在单位时闻丙同其余的分子发生逢揸的次数。在达盥 
分子可以看成是 半拯为 『的剛球。 

解分子蚀此碰撞的有效截面現在是 r = (因为每当分子 

u^VV 

彼此接近到小于 2 r 的鉅离时就发生碰揸)。把它代入 (39. 5)式 } 我們求得： 

p * lGr ! =16 r a J -^ r t P ^ 

^ m Y 、 mkl 


§40. 非平衡的理想气体 

玻耳茲曼分布还可以用另一种完全不同的方法推导出来，即 
把整个气体看作为一个閉合系統而从它所有的熵应为楫大値的条 
件推导出来。这种推导具有极为重要的独特意义，因为它所依据 
的方法使我們能够把4于任何非平衡宏观 k 态的气体的熵計算 
出来。 

理想气体的任何宏观状态可以用下述方式来表征。我們把气 
体中咸个粒子的全部量子态分成許多群，毎一群包含許多邻近的 
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状态(例如能 fi 相近的状态)，幷且每一群中的状态数和处于这些 
状态中的粒子数都非常大。我們把这些状态群用号碼… 
来进行編号，設 A 是第 : f . 个群中的状态数， iv ,. 熹在这些状态中的 
粒子数。于是这些数的集合完全表征了气体的宏观状态。 

計算气体的墒的問題归結为确定該宏观状态的統計杈重 Ar 
的問題，也就是确定这个宏观状态可能以多少种微观方式来实現 
的 問題。 把及;个粒竽所耝成的每一群看成是一个独立系統，幷用 
Al \ 来代表它的統計杈重，我們就可以写出： 

(40.1) 

i 

由此可見，間題归結为計算 AIV 

在玻耳茲曼統計中 T 所有量子态的平均占据数比1小得多。 
这就意味着：粒子数应当比状态数％小得多但是 
它本身自然还是很大的。在§37中已絚«明，由于平均占据数很 
小，因而使我們可以认为所有的粒子彼此完全独立地分布在各个 
不同的状态中。把个粒子中的每一个粒子都 放到％ 个状态中 
的任何一个状态中去,我們总共得到种可能的分布，但是其中 
有許多种分布是等同的，区別 R 仅在于粒子的不同排列（所有的粒 
子都是相同的 ) Q 均个粒子的排列数目是因此，化个粒子 
在 A 个状态中分布的統計权重等于 

T 产醫 . ㈣ 

取統計权重的对数，就把气体的熵計算出来： 

汉。左 In In AT，. 

把 (40. 2) 代入，我 捫有： 

= In G^lnN.l ) 

7 

注意到杓这些数都很 大， 我們对 In 汉:！ 可以运用近似公式 
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ln^l : 因而 得到: 

6 


S=k^> '.Ni In , 


(4a 3) 


这个公式确定了处于任意宏观状态（由这些数的集合来确 
定）的理想1体的熵,因而也就解决了上面所提出的問題。我們用 
^来代表第 j 群中每个量了态中的平均粒 子数： 


广 If 


(40, 4) 


就可以把 (40. 3) 式改写一下。于是得出 


昝 


ln 4-- 

n i 


(40. 5) 


(40. 6) 


如果粒子的运动是准經典的，那末在这个公式巾可以变換到 
粒子在相空問內的分布。我們把粒子的相空問分成許多个区域 

毎一个区域都很小，但是仍包含着很多粒子。 “ 包含” 
在这些区域中的最子态的数目等于 

G 产等 (40 『 6 ) 

I 

(r 是粒子的自由度），而在这些状态中的粒子数可以写成形式 
N ^ n ( p , g ) Ar ^\ 其中你 (p， 0是粒子在相空間中的分布密度。我 
H 把这些表达式代入 (40. 5); 注意到 ArW 这些区域都很小而它們 
的数目很大，我們就可以把对 j 的求和用遍及粒子的整个相空間 
的积分来 代替： 




dt. 


C40. 7) 


①当 w 很大时，可以把和弍 h "〖=1111+1112—斗111^近似地用积分 


dx-N In 


来代 t 


0 
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在手衡状态，熵应該具有极火値(在应用 T 理想气体时，这个 
論断有时称为坡耳茲憂丑-定理）。我 fi 来表明：从这个耍求出发 
怎样來求出气体粒子在統計平衡状态的分布 函数。 問題在于寻求 
这样的& 値: 在这种 A 値下，和式 (40. 5) 凡有在 

i j 

■ b 

3 J 

这两个附加条件下所可能的极大値，这两个附加条件表冶粒子总 
数 W 和气体的总能量忍都是常数。根据大家知道的拉格朗日不定 
乘子法，我們应該令 F 列微商等 于零： • 

■^|+aiV T + 邱) = 0， (40, 8) 

式中是常数。进行微分沿我們求得 

A ( — In 元 j + a + 典）； 0， 

由此得出 Iri fiy = Ct + 駟”即 

这不是別的，而就是我們所知道的坡耳茲曼分布，幷且常数 0C 和/? 
通过关系式 a— ^和 一 同 T 和扣联 系着。 

4 

I 

541. 玻耳茲曼理想气体的自由能 

我們現在应用普遍公式 (31- 3) 

F^-kT (41,1) 

u 

① a 和 p 这网个値的意义可以預先崈 出来： 方程式 C 40+8) 可以巧成几个微分之 
間的关系式的 形式： _ 

tiS + afc <W + m rf£7 = 0, 

两苷应該 Ml (在铪定休积下的 ：) 热力学择绰今 - TdS+^dN 一窝 7 
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来計算遵循玻耳茲曼統計的理想气体的自由能。 

，我們把能量写成办这些能量之和的形式，就可以把对气 
体所有状态的求和归結为对单个分子的所有状态的求和。气体的 
毎一个状态山 w 个是气体中的分子数）外値的集合来决定，在 
坡耳茲曼情形下所有 这些& 値都可以认为是互不相间的（即在分 

子的每一个状态巾都沒有多-于一个以上的分子)。把 e ^写成屬千 

毎个分子的因子 e M 的乘积，幷且独立地对每个分子的所有状态 
进行求和，我們就得到表达式 



(4 L 2) 


气体中所有分子的可 能&値 的集介都是相同的，因此和式 
也是相同的。 


但是，必須注意到 F 述情況。在 iv 个不冏3^値的所有各种句 
能的集合中，有許多集合的区別只在于气体分子 在各办 能級上的 
+间排列，由于气体分子是等同的，所以这些集合对应于气体的同 
一个量子态。但是在公式 (41.1) 的配分函数中，每一个秋态只应 
該扑算一次①。因此，我們还必須把 （41.2) 式除以 W 个分子彼此 
間可萍的排列数目，即除以別®。因此， 



(4L3) 


把这个表达式代人 (41.]) 后，我們 得到: 


① 参看第 U 3 頁上的底注。 

② 实质上，在玻邛茲曼統計中包含有相 M 的項在( 4 1. 2 ) $中所驾的作用是 

小得可以赵略不計 
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—lA 

-NkT In^e In Nl^ 

Jq 

由于及是个很大的数，因而可以对 I !应用公式 

kiN ] 1<寻) 

(参看第147頁上的底注)。結果我們得到下列公式 ： 

F = - NhT In -^Vje , (41. 4) 

-* - 

利用这个公式，就能够 把相同 粒子所組成的和遵循坡耳兹曼統計 
的任何气体的自由能計算出来。 

在經典統計学中，公式 (41. 4) 应該写成形尖 

M 

— ⑽中 

F ^- NkTlu^r e kT dry (4 L 5) 

A J 

其中积分是遍及分子的相空間来进行的由 （38. 1) 式所給出）。 


§42. 理想气体的物态方程 


在 S 38中已經栺出，气体分子的手动总是准經典的，幷且分 
子的能量可以写成形式 


S * (如， & 知）= 


(42. 1) 


式中第一項是分子的平劫动能，而4代表与分子的轉动和它的內 
部扰态相对应的能級； 4旣不依賴于分子质心的速度，也不依賴 
于分子质心的坐标(我們假定沒有任何外場 ） u 

公式 （41, 4) 中对数号下的配分函数我們应該用 下式来代替： 


2 


k 




s 


e 


4 jjJj 


( p l + p ? + p l ) 


dps ； dp v dp^dV 


v ~i 
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=y(0fi:^ ⑷ . 2 ) 

Jc 

{iUV = dx difdz 的积分足遍及气体的整个体积 F 来进行的）。于 
是我們得到自由能为： 

F=-N¥r In * (42. 3) 


当然,如果对分子的性质不作任何假定，出現在上式中的和式 
是不可能以普遍形式計算出来的。但是値得注意的是：它只是溫 
度的函数。因此自由能对体积的依賴关系可以由公式 (42. 3) 完全 
确定，这就使得我們$以从这个公式获得有关理想气体（不处于外 
場屮）性质的一系列重要的、普遍的結果。 

在 (42. 3>中把包含体积的項分离出表，我們就可以把这个公 
式写成形式 

JP = - H¥T ln ^ + Nf { T) t (42-4) 

A 

I 

式中 /( T ) 是溫度的某个自数。 

由此可得气体的压强为 

p — 9 F = NkT 


或 


FV^NkT. 


(4 s i 5) 


因此，我們得到了理想气体的物态方程，即著名的克拉泊龙方程。 

■■ u ■ u '-u— - , - I •，- 

通常把它写成 PV ^ ET 的形式，丼屮 R ^ NJc 称为气体常数①。 
知道了/，还可以求出丼他的热力学量。例如，热力势等于 


①对子一克分子的气体来龀 （zv = 6*023 xl 0^ 是阿伏 伽德罗 常敢入气体常数 




£ = 8-314%10 7 尔格/度」1+986卡/度= 0, 0&加5升-大气压/度, 
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中=一 NkT ln~ + NRT ) 

T 

根据 <42,5) 用 p 和 r 來代替 ro 应該表示为 p 和 r 的 豳数) ，幷 

且 U 入一个新的溫度函数 X(T) = f ( T ) - kT \ a ^\ 我們# 到： 

^>^ NJcT\n F - hNX ( T ). (42. 6) 

熵被确定为 

= ln-^ - NS ( ( T ) 7 (42. 7) 

dl A 

表示为尸和 T 7 的 函数： 




3<P 

W 


^Nk lnP - NX f ( T ). 


(42, 8) 


最应，能量等于 

Nf (_ T ) - NTf ( T ). (42, 9) 

我們看到，能 帚只是 1 体溫度的函数(焓万 +JT:=i^Al*T 也 
只是溫度的函数)。这个情况早就是很明 M 的——因为理想气体 
的分子被假定为彼此不相互作用的，所以在气体的总体积变化时 
所引起 的分子 彼此間平均距 离的变 化不会影响气体的能 量。 

与芯和识一样 JI： 热 G 和 Q 只是埤度的 

p 

函数。由千理想气体的所以这两个比热之差是一 
个普适常数，等于 

C P - 0 \=^ k , (42. 10) 


习 a 

i . 試求在筇溫过程中把理想气体的体积从变到 r 2 (或把压强从& 
变到 Pd 时对它所作的功 & 

解 所求的功丑等 T 气体的自由能的改变，辍据 (42.4) 我們有： 




§42. 离想气体的物态方铒 


m 


在这个过捏中所吸枚的热汰为 


QsTiSfSt) ^NkT 

启者电可以直接用以下的力法 求得 ： ii + Q 是能_遠的改 变， 在％溫过程中对 
于埋想气体来讲它等子害。 

2. 两个相同的理想气体处于两个容器中，它們具有相同的溫度7 1 和相 
同的粒子数但是具有+冏的压强 Pi 和 Pm 然)17把两个容器联通；試求 


熵的改变。 

解在两个容器联通以前，两个气体的墒笮千它們的熵之和，即等于 

= -m in 

在把容器咲通以后，气体的溫度保持不变(这是由子两个气体的能董守恒所 
致）。 IE 强由关系式 


^ ^Ti + Fj 

歹 ― tNkT 


Kk^p) 


来决定熵現在铕 -r 


= 2Nfc hi^^--2Nx f CT). 

』尸 〆 2 


园此，熵的改变为 


AS — Wk In 


{Pt + P ^ 
4 PiP 2 ' 


3, —个圓柱体容器（半徑为疋髙为以负速度《较它本身的軸轉动， 
K 求处于該容株中的班想气体的能 a。 

解根据5 M， 轉动相当于里現一个 K 离心力”外袅，其势能为 

■KVS 


(r 为粒子到轉动軸之間的距离）。 

当有外場存在时，在〔42* 2) 的被积式中多出一个因子 e - 霸， 与此相应， 
在 (42. 3) 式的对数的宗最中，沭积 Z 用积分训来代替。因此我們得 

V 

到 下式： 

F^F^-NkT 0 _告仏 


式中巧是气体在沒有外場时的忾内能。 

在这 M 所討論的怙形下， 借助丁 这个公犬我們得到 G 由能(在轉动坐榇 





系中）为: 
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以后我們将 看到: 在一系列重要的情形下，气体的比热一在 
或大或小的溫度范閘內——是与溫度无关的常数。考虑到这种情 
况，在这里我們将以普遍祐忒計算出这种气体的热力学量。为了 
方便起見，以后我們将利用屬于一个分子的比热。我們州小写宇 
母 C 来代表 它們： 

C v = Nc ” C P ^ NCp , (43.1) 

把能量的表达式 (42. 9) 进行微分，我們求得函数 f ( T > 同比热 
<^的关系为 

- Tf r , ( T )^ c v . 

把这个关系式进行积分，我們 得到： 

f ( T ) = - g/T In 

式中我們用 K 和办来代表积分常数。把这个式子代入 （4 U )， 
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我們极后得到向由能的表达式如卜： 

F = Nh — NkT In - 7 - Nc/T in hT- Nk^T. (43. 2) 

A 

常数 C 称为气体的化学常数 1 我們得到能量为： 

E ^^ s ^ YNc v T , (43 f 3) 

即能量是溫度的綫性面数。 

把 PF = A7W 这个量附加到 (43. 2) 中去，幷且用茁强和溫度 

来表示气体的体积，就可以得到气体的热力势 心。 我們 求得： 

山口 Ns 0 -tNhT In P- Nc p T \n JcT-NJc^T. (43,4) 

焓 W ^ E + PV 等干 

F = A T 5o+.Vc p r, (43,5) 

最后：把 (43. 2) 和 （43, 4) 式对溫度进行微分，我們就分別求得用^ 
和 F 或7和尸来发示 的熵： 

S = Nk\n^i-Nc v In kT+(k^c v )N } (43, 6) 

S = -Nb InP+iYcpLn 现 +(试 + ~) 见 （43. 7) 
特别是,从熵的这两个表达式出发可以直接求得（其有恒定比 

热的)理想气体的体积、溫度和压强之間在絕热膨脹或絕热压縮 
〈所 謂泊松絕热）下的相互关系。因为 住絕热 过程中熵保持不变， 
所以从 (43. 式我 們有： 一WMnP+XCpUir^ 常数，由此得出 
3^尸4 =常数，再利用 (42.10), 我們有： 

常数， (43. 8) 

式中7代衾常数此^ 

. 7 = ^. (43,9) 

亡 t 

a 

再利用物态方程我們得到 r 和 F 之問和尸和7之間的 
哭系式各为： 


抑广 1 ;常数，尸常数 ■ 


(43.10) 
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M 四草理想 H 休 


习 題 

L 两个相同的理想 H 体处干 沐积为1^和1^的两个容措屮，它們具右 
相同的扭强 r 和粒 手数乂 仉是具 有小同 的溫度 A 和然订把容器联通， 


試求熵的改变。 

M 在容器联通以前，根据(^7_)两个 H 休的熵（笮 于它們 的嫡之和）为 
兄 ^=2 Alln P +_ V~Ui A 八①。在容器联通以后， H 体的溫度变为相等 D 
两个气体的能最之和保持不变。利用能量的表达式 H 3. 3 ) ，我們求出： 

2 T =^( TiH - r ,) 


(T 是变为相笮珩的溫度）。 

在容器联通以； n % 气体有 2 A_ 个 粒子， 幷 U_ 占据体积 


Fj + Fp 


A 「 m+rj 


現在它的 m 强等干 


2 NLT 
一 ■- 

Vl ^ V -2 


即保持不变。因此墒等于 


S = -雛 In r ^ mo p ln -^- T \ 


熵的改变为 




= Nc p In 


( 1 \^ T ^ 

¥ A ^ r ~' 


2 -試求絕热压縮时对 理想气 体所作的功。 

解在絕热过程中，热因此 E = 私一 fin 共中 E 2 — 坞是过 
程中能量的改变。根据 (4 丄 3) 我們求得 E = iV%(T 2 —1W 其巾 A 和1^是 
过程之前和过程之后的气体溫度；利用关系式 (43, 10)， Z£ 可以用开始的和最 
終的体积匕和7 2 来表示： 

' 如 ㈣ 蝶 、小价冲 ―(『]. 


3. 試求气体在体积恒定的过程（等容过程）中所获得的热量 3 
解因为在这种情形 F， 功忍=0,所以我 們冇： 

Q = E ^ E 1 = Nc ,( T ^ l \), 


0> 熵和能 S 中的帟数项在解决間題时是无关紧要的 T 内此我們总思把它們省 
略掉。 



比热为舍教的逋想气体 


157 


4 - 試求气体在压强 m 定的过锃（筇压过裎所获得的功和热兑。 

解在恒定的 m 强下，我 們有： 

n = — p ( r 2 — Fj )， q ^ w 2 - w { ； 

由此得出 > 

li ^ NHT ,- T 2 ) f Q = Nc v ( T 2 - T ,). 

5. 如果把气体按照 PV ^^ a 的規律（羞方过程）从体积 ffi 榕到体积 

I 

，試求对它所作的功和它所获捋的热置。 

解功 

Vf 

It = - f JpJFt 一 

J .i 卜 f. 

Vi 

因为热量与功之和等了，盪的总改变，所以我們伢 到： 0=价，爪一 TO —氏 
又因为 T = PV/Nk ^ ( a / Nk ') r 1 _ 、所以 

卜 (警 

^没一珂想气体锊历了 一个循坧过埕（即在过程結束沿回复到初态)， 
这个循杯过程由两个等容过锃和两个等蚯过程所 姐成： H 体从压强和体积 
为 Vi 的状态 U 渡到 v , 的校态，再到7 2 的状态， 再到心 h 的 
状态，最 G 仍旧回到 h 的状态；試求对这个气体所怍的功和它所获得的 
热量。 

解能董在循坏过埕中的改变等于零，因为初态是同終态重合的丙此 
在这祥的过稃中所获得的功和热置彼此相等而异号为了求出在 
这种情形 F 的坨应当 注意: 在等容过程中，功等千零，而在两个等茁过涅中， 
功分別等于 一i\CF 2 — 1^)和一 JV：h— 『 2 )。因此 f 

E^iy.-ViXP^P,). 

7. 同上題，但是循环过程是由两个等容过程和两个等溫过程所构成的 
(气体状态的体积和溫度依次为： 1)F 1? Tjj 2)7^ T 2 ; 3) V 7f T i} 4)F 2r T x ; 
5)F' ， r 山 
解 

i. 

R ^( T ^ T t )Nk In 岛 

8 - 间上，循环过程由两个等溫过程和两个絕热过裎所构成(状态的熵、 
溫度和压强依次为： 2) S lf T 2 ; 3) S 2 ， U-，m 7\-， B ) S lt 
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TuPi). 

解 

•- 

Q= (H 他 - li 安+叫 ln|^- 

9. 同上，循环过程由两个等 Hi 过程和两个等溫过程所构戍（状态依次 
为： 1> 巧， r 1; 2)P l} T 2 i 3)P 2> T 3 j 4)P 2 , T ( ； 5)P lf T,) a 

解在两个等压过程中对气体所作的功（見习題 4) 各等于 

-^wV ■ 

和 N / eCr 2 - r t ) f 而在两个等溫过程中备等于 JVA ； r 2 bi _ 和它們 
之和等于 

E^NJcCl^T^lnp. 

m 同上 T 循环过程由两个等压过程和两个絕热过程所构成（气体的状态 
依 次为： l ) P b 5^ r 1; 2)P ly S^ 3) i> SJ S 2y T^ 4)P^S X> 5)P ly S u T t ) 0 

解在第二个状态的溫度为 ? 而在第 R 个状态的溫度为 

il-7Ur 

(它們可以用关系式 (43. S ) 由？\和 A 求出） & 在絕热过程中 

理想气体所获得的热量等于零，而在两个等压过程中所获得的热暈各为（見 
习題 4) 

iVC { ra (^) V ~ Tl ] ^ 

因此， 

(^A^T^r-l] 他，檐 ) 丁- 寸 

11. 同上，循环过程由两个等容过程和两个絕热过程所构成的（状态依次 
为： mi t S ly T^ 2)V tj S 2] 3) F 2 ，知 TV , 4) y 2 ， S 1; 5)7! ，知 A ), 
m 利用习題 2 的結果,我們求得： 

… ㈣ 冲-设厂] 條冲 ―⑵” 1 ]， 

1.3 -两个容器中装有相同的理想气体，它們具有相间的溫度％和相同的 
技 m 怛具有不同的体积 Fi 和 f :; 試求把这两个容器联通时所可能获 
得的敢大功。 
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解只要过程是可逆的，亦即只耍熵保持不变，就可以获得柢大功;这时 
所作的功等千过程前、后的能量之差 （ & 19). 在容器联通以前，两个气体的 
熵谇子它們的熵之和，根据 C 43, 6) 式它等于 

S^Nk 111^1^+2^,. In 

在容器联通以后，气体由个粒子所构成，在某个溫度 T 下占据体积 
^i + F 2 , 它的熵 

8^2 Nk ln ^^^^2 Nr JV \n T . 

从条件& = S 我們求得溫度 T t 


7『1 



在容器联通以前,两个气体的能畺为芯 & = 2 iV 心在容器联通以后 ，两 
个气体的¥最为因此极大功为 

E m ^ E ^ E =2 Nc v ( T ^ T ) -. 

13,同上題，何是在容器联通以前，气体具有相同的 H £?$ P n ， 而具有不同 


的溫度 h 和 

解类似千习題12的解法我們 求得: 


= Nc 十 T 广 2 v \/^ 


_ T £ 1 _ 

a \+ f ^ 


14. 为了把理想气体在恒定溫度 （等于 媒质的溫度 T = r fl )T 从压强 
压縮到压强： P 2 , 試求对它所必铒作的极小功。 

解根据 (20. 2)式，极小功 

其中角标1和2分别表示气体在压縮前、后的畺。在这里所铪定的情形下， 
能最冗不发生变化（园为溫度不变)，即 /?2™i^ = 0。 利用〈43.7)式，我們求 

得压强从 A 改变到时熵的改变为： A —而体积的改 变为： 

土 2 

由此我們 求出： 

B m r □- mr【 in 营+ P & (是一長)] . 

15. 把理想气体在恒定体积下扒溫度 r 冷却到煤质的退度試求这时 
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所可能获得的极大功 P 

解根据普遍公式〔20. 3)，我們求得： 

■■hAj 

( T - T 0 )+ Nc r T fl ln |?. 

10. M 上題，气体从溫度: r 冷却到媒质的溫度 7 V 但同时它的压强也从 
p 膨眼到堞质的 m 强心。 

解 

Ern^NeAT-T^^NkT, In 長 + A 、 p T 。 ln|?+JV* ( T ^ -T 0 ), 

17. 气体从一个絕热的太热雎流入一个絕热的窣容器，热庫的溫度为 ? V 
热庫中的 m 强保持恒定。試求在这个过程中 H 体溫度的改变。 

解气体在容器:中的能量®等 T 气体在热瘅中所其备的能董私加上气 
体从热庫“排出”的过程中对气体所作的功。因为气体在热庫中的状态可以 
看成是稳;定的，所以我們得到1^>= E 的条件 （銮看 S 18)。因此气体在容器 
中的溫度为 

T = 7 T 0 , 

§ 44 . 能置均分定律 

在考虑到备种量子效应來詳細計算气体的热力学量以前，先 
从純經典統計学的观点来硏究一 F 这个問題是有益处的。 以衍我 
們将 看到： 在怎样的情形 K 以及在怎样的程度上这样得到的結果 
可以应用到实际气体上去。 

分子是 原子所构成的系統，原子在一定的平衡位置附近作微 
小的振动，这些平衡位匱相应于它們的相互作用势能为极小。同 
时相互作用势能的形式为 


二檨〒 * 

虹■-二卽+ S : 

丄 

式中办是所有的原子都 处丁平 衡位 E 时的相互作用 势能； 各 g 是 
表征原子对平衡位置偏离程度的坐标，第二項是这些坐标的二次 
函数 e 彺达个函敷中坐标的数 g 是分子垠动的 g _度的数 



能&均 分定祚 


m 


So 

乜由度的数目可以山分孑屮的原子数《來决定。就妞說，《 
个原子的分子总共有个由度 £ 共屮三个对应于分子整体的 
平动，三个对应吁分子整体的轉动。如果仝部原子都位丁一条直 
綫上(特別是，在双原子分 T 的情形），則轉动 S 由度总共为2。由 
此可見，《个原子的非直綫型分+总共有 3 W — 6个振动自由度，而 
直綫型分 了-有 3 n -5 个振动 ft 由度。在 w = l 时，当然根本就沒有 
振动自由度，冈为原子的三个由度全部和应于分子的平动了。 

分子的总能珏《是势能和动能之和。动能是所葙动量的二 
次函数，动显的数目等于分孓的自由度总数因此能 is 具 
有形式^卽+/：^，办丼中迠动憧和坐标的二次_数； 
这个函.数中的 fi 变量的总数为 b 枷-6 (对于非直綫型分子）或 
—5<对于直綫型分子)；在单原子气体的情形中 ，1 = 3 ,因为 
能量的表适式中根本不出現坐标。 

把能量的这个表达式代入公式 (41. 5), 我 們有： 

_■? fl fyrM 、 

-膽 「一 『办. 

-W J 

为了确定上式中的积分对溫度的依賴关系，我們对函数 f a ( p T <?) 所 

依賴的所个自变最作^=^/不，的变換 D 由于这 
个函数是二次式,所 以有： 

因而在被积式的指数中的 r 被消去了。而包含在扣中的这些自 

变量的微分經过变換沿給出一个的因子，它可以提到积分号外 
面来。对各振动坐标 g 进行积分所遍及的坐标値范團应該相当浐 
原子的振动保持在分子內部的范囤。伹是，由_」:被积函数随着 g 
的增加而很快地戚小，所以积分可扩展到从- oo 到 + oo 的整个区 
塽，就像对所有的动显眞进行积分时那样。于是，我"所作的变最 
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代換幷不改变积分的上下限，因而整个积分是一个与溫度无关的 
常数。对分子质心坐标 进行积 分所铪出的結果就是气体所占据的 
体积 F ， 考虑到这一点,結果我們就得到3由能的表达式为 


F 二 —NlcT \n 


AVf , 






N 


是常数)。把对数展开，我們就得到与此热为常数悄形 K 的 
(43. 2) 式同一类型的表达式,在这里常数比热等于 

i 

ClT ; 去又. （44. 1) 

相应地，比热％ = 〜 + &箄于 

^ = (44. 2) 


因此，我 們看到 純粹經典的冏想气体应該其有常数比热」间 

S 

时公式 (44. 1) 使我們找到下述 法則： 分子能诎40中的每一个 
变量在气体的比热〜屮却 A 有相等的一份寺，也就是說每一个变 

1：在气体的能董屮都占衧相 Y 的一份这个法則称为能量均分 
定律。 

对于平动的和轉动的自由度来說，能量 〆 多， ？） 中只包含与它 
們对应的动量，注意到这一点，我們可以說，这两类0由度中的每一 

个自由度对比热的貢献等子 f 。 对于每一个振动 fl 由度来說，能 


Mi s ( p , ?) 中包含有两个变量(坐标和动量)，园而每一个振动自由 
度对比热的貢献等于 t 

对于我們在这里所討論的模型，很容易在普遍形式下求得气 
体分子按能量的分布。为了方便起見，我們現在 假定： 分子的能量 
是 从如开 始算起的，也就是說，在的表达式中把这个常数 
去掉。我們来名虑分子相空間中这样一个体积：共中的点所对应 



& 44. 能进均分定律 m 

I 

r I » ■■ - ， ■■■■■■ ■ ■ ■ I 

的能贤値 d 外 ？) 小于和嚀于某个給定値匕換句話說，我們来 

A 

m ^ ris )^ 办的积分，这积分所遍及的区域为根据 

, 

■ 

上面所述， sO ?，3) 适 i 个变量的二次函数。代替能 1 s ( p ，？) 依賴 
于^个变量我們引入丨个新变量// = 子 
是条件 Mp , g )< e 变換为 

s ( p \ 

而 j 心变为积分显然不依賴十 s ， 闪此，7 =常数 
由此得出 

dr {&) =常数 d ] 心， 

以及按能量的几率分布为 

-丄 /一] 

dw s — Ae ^ T e a ds r 
由归一化条件确定為我們就 求出： 

dw,= -/ / 7 、 » -1 ds ‘ (44 3) 

习題 

試求在和对論性的极限情形下(粒 P 的能羞和动量之間的关系为 
C 是光速）理想气体的比热。 ' 

解根据 (41. 5)，我 們有： 

v 1 w l v 

进行积分后我們 得到： 

AFT 3 

F= —NkT ln^V- 

N 

(4 是常数 ）。 由此我們扔到比热的 値为： 
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即两倍千非相对論性承拟 T 气体的比热 

§45 . 单原子理想气体 

为了彻底計算出理想气体的自由能（其佘的热力学量也就同 
它一起計算出来)，需要把公式 (42. 3) 中对数宗量中的配分函数 

k 

具体地計算出来。式中 d 是原子或分子的能級(把粒子的平动动 

能去掉)。如果求和是遍及所有不冏的能級来进行的，那末必須考 

■ 

虑到能級可能是簡幷的，因而相应的一項在遍及全部状态的求和 
中出現的次数必須等于簡幷度。我們用&来代表能級的簡幷度; 
由于这种关系，能級的簡幷度常常称为能級的統計权重。为了簡 
便起見,我們省略掉4上的一撇而把我們所感兴趣的配分函数写 
成形式 

‘ (45.1) 

k 

气体的自由能为 

F ^- N¥T \ (45. 2) 

JSi \lTrh / 

現在来考虑单原子气体，首先，我們提出下述的重要事实气 
体中处于激发态（包括相应于原子电离的述績譜中的状态在內）的 
原子数随着溫度的升高而增加。与溫度不太高时，气体中电离原 
子的数目相对地讲是微乎其微的。但茧要的 是：只要在奸 与电离 
.能冏数量級的溫度下（而不只是在的条件下——关 
于这一点参看§102)，气体实际上已經差不多完全电离了，因此 
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lfij 


任何气体只有在滿足的弟件①的溫度（^来进行硏究才是 
有意义的。 

大家知道，原子譜項（不考虑它們的精細結构）是这样分布 
的：基态能級到第一激发态能級的距离是同电离能的大小差不多 
的。因此在的溫度下，实际上气体中不 K 沒有电离的原子 

而且也沒有激发的原子，以致所有的原子都可以认为是处于基 

«• 

态。 

首先,我們来考虑原孑的最簡单的情形，这些原子在它們的基 
态中旣沒有軌道动畺矩，也沒有自旋动设矩 0^8 = 0); 例虮惰 
性气体的原孑就是这样的。这时基态能級不是簡幷的，因而配分 

囱数归結为 一項： 对于单原子汽体通常假設如= 0,即 
能量是从原子的基态能級开始算起的;于是 Z ^ 0 把 (45. 2) 中的 
对数分解为几項之和,我們就得到 (43. 2) 型的自由能表达式，其常 
数比热为 

= 吾办， 

而化学常数等于 

T _ 3 ,飢 

所得到的这个比热値完全是山于原子的平动自由度所引起 

■ 

的一每个 ft 由度为順便提醒一 下： 气体粒子的平动总是准經 
典的。自然,在这里所烚的条件下(气体中不存在激发原子）“电子 

p 


(45 - 3) 


(45. 4) 


CP 各种庳子的溫度植 r 料 A 位于(鹹金屬原子）和 28 > ao ^ K (氦) 
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的3由度”是根本不会影响到热力学量的叭 

从1：而所得的表达 A 河以推译川坡5 茲曼統計适用性的判 
据。在这种統計屮是假定‘这个数很 小的： 

… }o X -t 

7 i ^ = e 《1 

(見 <37. 1)). 显然，充分的条件是需要滿足 

,《! ■ 

从 (45, 3—4) 式把〜和 { 的値代入 (43, 4)，我們就求得化学势 


* P^r 

纱口亙 为: 


ju , = ArT 7 In 


P 


(kT ) 



2 tt^Y 

m J 





因此我們得到判据 


(45. 5) 


f( 




*2 

《！■ 


(45 - 6) 


这个条件要求在給定的溫度下气体足够稀薄。把实际的数 字値代 
入以沿 发現: 事实上对子所有的原子气体(和分 T 气体）来說，只有 
当气体的密度很大以致于粒 r 問的扣互作用变得很重要的情况下 
这个条件才会被破坏，而达时气体也已經絕对不能认为是理想气 


①自然，热力 学里的 ‘ s 电子部分”无掄在什么条件下都不能用蛭典的方式来考 
虑。必須指出以下的悄况(实质上这种情况足我們早已猷认 的〕： 在經典統計学中原子 
应該看成是沒有內部拮构的粒子 a 把电 + 原子核的相互作用能呈代入貍典的分布 

公式中，会得出一个荒謬的 結論：电了同 原+核的相互作用能 M 具有形式其中 
^是电+与喟子铉之問的距离， a 是常数。把仑代入应， 我們就 会在分布中得到一个 

— i 

因了 e '它在 r = 0 时变成无限大；这就意 味着： / t 热平衡状态所有的电+都势必 
会"掉人”原子梭中去从这个纪禺結論也可以看出以經典力学为基咄的袜 ？ j # 不能 
适用千原 - T 內部的現象。 
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体了。 

对 TL 面所得到的判据作如下的显而易见的解釋是很冇用处 
的。由子大部分原子具冇数尕級为^能炝，固而动量的数显級 
为所以可 以說： 所冇的原子在桕空間內所占据的体积共数 

觉級为 n—rA “占据”在这个体积內的釘〜个贵 
子态。在坡耳茲曼情形下，这个数3应当比粒子数 Y 太得多，由此 
就得到了 (拍 .Gh 

最后我們再作 如下的 注解。我們在这一节屮所得到的公式初 
涪起来是同能斯脫定理犮生矛盾的：无論是熵还是比热在2^0时 
都不趋向零。仉是，首先必須注 意到： 在能斯脫定理能够成立的那 
些条件卜，所有的实际气体在足够低的溫度下早巳凝聚了^实陪 
上，能斯脫定理要求物体的熵在？ T = o 时变为零，是耍求在一定値 
的体积下。但是在 t -^ o 时 所冇物 质的飽和蒸气;玉变得如此任意 
地小，以致千一定冇 限数垃 的物质在一定的有限体积下就不可能 
在0时保 持气态 I *。 

如果我們考虑一种由相互排斥的粒子所构成的气体模型，这 
神模型原則上是可能#在的，那宋虽然这样的气体永远不会凝聚 
起来，但是在足够低的溫度下坡耳茲殳統訐也无論如何不再正确 
了； 我們在下面会看到,应用費密或坡色統計所得出的表达式就滿 
足能斯脫定理。 

§ 46 . 单原子气体。电子动置矩的影响 

如果在原子的甚态中，动设矩 Z ： 或及之一不等零，那么基态能 
級仍然沒有精細結构。实标卜 .， 1态能級不存在精細結构总足由 
T •軌道动量矩 L 等于零的 緣故； 而 S 旋 S 常常是不等于零的(例 
如， S 1 金屬蒸气中的原 子)。 

具■冇自旋 S 的能級的簡幷度为与 h 节所#虑的情形 
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的全部差別只在子：配分菡数艺变为等于 2 S + 1 (而不再等于1 

了），由 T 这个緣故，化学常数 (45. 4) 被附加上一个量① 

^- ln (2^+ l ). (46.1) 

如果原子的基态譜項具有精細軲构，那么必須注 意到： 这种結 
构的能量間距一般来讲，是可能同枕相此的；因此在配分函数中 
应該考虑到墓态譜項精細結构的所有成分。 

大家知遨，精細結构的成分(在间样的軌道动 M 矩 L 和3旋占 
下）因原子总动量矩値的不同而不同。我們用&来代表这些能級 
(以其中最低的能級作为計算能量的起点)。具有給定 J 的每个能 
級按总动量矩不同取向的簡幷度为 2 J + 1®。 所以配分函数具有 
如下形式 




(43. 2) 


求和是湛及所有可能的(在一定的 L 和万 下） •/ 値来进行的。我們 
得到0由能为： 

h 谷 鼉 

F — NkT\n ■ ( 4 & 3 ) 

这个表达式在两种极限情形下可以大大節化。我們假定溫度 

是如此地高,以致远远大于精細結构的所有間距： 

■ 

JcT>^Sj r 


①为了提供桊考起見， 我們写 m 展态疣計权重〔簡幷度）为 e 的单原子理想气体 
的化学势 公式： 


kTln 






(46, la) 


^ lfiikTy^\ m /」 UfWTV 」■ ' 一〜 

这个公式也适用于由基本泣子所构成的坡 耳茲受 气体；例如对于电子气体来龀 

© 农們假走在原子中发生的捐 合足所 詗罗索，籴饴 所 的 
精形一例如 ，参肩 本教程第三卷 了力学 ”，5耵，‘ 




§4(5- 单 MT 气体 ， rll T 动登矩的影响 
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子是可以令因而 Z 就直截变为等千精細結构成分的总 
数 (2 S + 1) (2 L + 1) C 出現在卩 I 囱能公式中的常数比热仍然是以 

前的 C , - ^ 而附加到化学常数 (45. 4) 上的量为 

^-ln(2^ + l) (2L + 1). (46. 4) 

在相反的极限俏形下，即3础远远小于褚細結构的間距时 ®， 
所得到的热力表达式是一样的 （ 4不同）。在达种情形 F 在和 
式 (46. 2) 中可以忽略掉所有的項，而 M 保留~ = 0 的一項（精細結 
构的最低成分，即原子的基态能級)。結果附加到化学常数 (45. 4) 
上的項等于 

卜 In ⑶+1)， (46. 5) 

式中* /是原子在基态的总动量矩。 

山此可見， 当 原子的基态譜项存在精細結构时，气体的比热在 
足够低和足够高的溫度 F 具有相同的常数値，而在中間的溫度下 
随溫度而变化，幷通过一极大値。但是必須 注意: 对于实际上在这 
里所可能討論的气体(重金屬的蒸汽、原孑状态的氧等等)而言，重 
要的只是高溫区域，这时气体的比热巳經是常数。 

到現在为止，我們完全沒有考虑原子中可能存在的不等于零 
的核 S 旋 大家知道，核0旋的存在导致所謂原子能級的超精 
細分裂。但是，这种結构的間距是如此微小，以致于羞不多在气体 
以气态存在的所有溫度下，都可以认为它們比 现小得多％ 因此 
在計算配分函数时，超精細結构多茧态的各个成分之問的能置差 

①堆例来說，缸原子三 宽基态 辟項諸成分的^笮子230°和320°,铁原 7- 

五重基态綹項諸龙分的$疽从600。到1400%氣原子双重基态誚項的$値等丁 

1300' 〈墓 态譜項的进低成分选擇为 F )。 

© 各祌萆子的坶搰栩結构岡距所和应的溫度范困延扒 o . r 到 1-5° , 
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可以完全忽略不計，而 "]* 以把这种分裂 M 考虑为使全部能級妁簡 
幷度（因时也就 ii 使配分函数么）增加为 以+1 倍。相应地， tU \ 

由能中出現了附加的“原了-核的”一項 

F 轶 -NkT in( £ 2 i + D- ( 46 . 6 ) 

这-項幷不改变气体的比热(扣应的能 M : 4工0 )，而只是使熵改 
变4^ = 2\^111(2; + 1) 1 也就是使化学常数改变& 3( = 111(以+ 1)。 

由子核自旋同电子壳层之間的相互作用极其微弱，热力学量 
的“原子拔”部分在各种热过程屮通常都不起任何作用，因 商在所 
有的方程式中都洧去了。因此我們像通常所做的那样省略棹达些 
項；換句話說，我們假定熵幷不是从零算起，而是以由核自旋所引 
起的値 At 作为計算熵的起点。 


§47. 分子由不同原子构成的双原子气体。 

分子的轉动 

現在我們来計笕双原子气体的热力学量，酋先应当 指出： 正像 
单原 T 气'体 只有在 AT 远小于电离能的溫度下来进行硏究才有意 
义一样，双原子气体也只有在远小于分子离解能的条件 下才可 
以进样考虑这种情况也就使#我們在配分函数中只需耍考虑 
分子的电子基态譜項。 

我們从两究一个 珉重要 的情形开始，这种情形就是气体分子 
在共电子基态旣沒有6旋、也沒有繞軸轉动的軌道动量矩（8 = 0, 
A 二 0) 的 情形； 当然，这样的电子譜項不会技有精細結构。此外， 
必須区別由不同庳子所构成的分了（包栝由同一种元素的不1司同 
位素所构成的情形在內）和由相问原子所构成的分子这两种情形, 
丙为后一种情形 K 有某些特点。在这一节中我們将认为分子是由 

CD 堆例 来說， 某些双拟了-分子的溫度 H £ ：5*2000"; N ? ： S 500 y °： 
0^:59000 ° j 01/29000、 NO ； eiOOC )°； CO : 98000% 



47, 分子出不同原-了 1 約成的双原 f 气体。分-了■的铐功 
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不 ㈤ 原子所构成的。 

大家知逍，双原子分+的能級在通常的近似下是由三个独立 
部分組成的——电 T 能（其中也包栝两个原子核在它們的平衡位 

■ 

置_匕的庫&相互作用能量，幷且我們以两个孤立原子的能 M 之和 
作为計算电子能的起点）、轉动能和原 - f 核在分子內的振动能。对 
于单重态的电子譜項而言，吋以把这些能級写成形式 ® 

〜凡十去)+為+ 1). (47.1) 

式中 So 是电 T 能，?^是振动量子，楚振动贵子数， X 是轉动量子 


数（分子的轉动动量矩)， 是分子 的轉动 

是两个原子的折合质量，^是两个原子按之問的距离的平衡値 ) D 
把 (47. 丨）代入配分阐数，后者显然分解为三个独立的 闳子： 

Z^e~^Z m Z m (47.2) 

式中“轉动的”和“振动的”配分函数决定于 


十 1) 


2^ T 1 


■) kkR -^1) 


(47. 3) 


v — 0 


(47, 4) 


在中的因子 （2 JT + 1) 是由于考虑到轉动能級按动量矩 K 的不 
同取向的簡拜化 D 相应地， L 1 由能被表示为三郞分之和的形式： 

F - - NkT In 十心+^1 +叫 （4:5) 

(w^=mrl 叫是分+的质量） g 第 '初 |f T 以 称为“平动”部分 ■fV (因 
为它是山于分子的平动 n 由度而引起的），而 


0洞如，夢 S 本软枵茁三笮“埤+力孕”，公式（刊.8)， 
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F n ^ - NkT In Z«, F 钣一 NkT In Z^ (47. 6) 

可以称为“轉动”部分和“振动”部分。卒动部分总是可以表示为 

(43, 2) 型的公式,其常数比热为 h 而化学常数为 


^ = 1^ 


(47. 7) 


气体的总比热可以写成几項之和的 形式： 

Cfl^c^ + cw + c®, c p ^=q 屮 c, +；；« + 々， ( 47 , 8 ) 

其中的每一項分別相当于分子的平动的、轉动的和原子在分子內 
的振动的热激发。 

我們来計算自由能的轉动部分。如果溫度是如此地髙 T 以致 

知2 

kT 》h 

(“轉动量子比拉 7 小得多①)，那末在配分阐数 (47. 3) 中只有 Z 

很尺的那些項才起主娈的作用。但是， 当反値 很太时，分子的轉动 
是准經典的^因此在这种情形>\配分函数可以用相应的經典 


的积分来代替: 


f - HM ) 

艺 • = |e 士轄， 


(47. 9) 


式中 s < M ) 是轉动动能的經典表达式，它是动呈矩 M 的函数。引又 
与分孑一起轉动的坐标系 hvMi 軸沿着 分子的軸的方向），幷且 
注意到 ：双原 子分子具有两个轉动自由度，而直綫型力学系統的轉 
动动贵矩是与它的軸垂直的，我們就可以 写出： 


①亊实上 t 除了氬的两种同位素之外，达个条件对 T 所冇的气体来說都是滿足 
的 3 举例来說，儿种分 T 的-値为： H ； ;35.4°j I>, ： 43 fl ； HD:64 °； 

O a ；^ l°j 01 3 :0.36°; NO ；2,4 p j 



H 7, 分子由不痗子构成的双原子气体』分子的铕动 
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体积元心 n 是微分 dM ^ dM , 和对应于札，见，的“广义坐标〃的微 
分（即繞 f 和1軸旋轉的无限小角度）兩^却，的乘积再除以 
(2^)\但是繞 f 和1軸旋轉的两个无限小角度的乘积不是別 
的，而就是相对于第三个軸（的方向的立体角元 dh ; 对立体角进 
行积分后得到4%因此，我們得到 ®: 




47 T 


(2ttA) 2 J 


jetxp 


、 2MVI 






2 kl 




由此得出自由能为 


~NUV In kT-NhT In^ 


(47 10) 


由此可見，当所考虑的溫度不太低时，比热的轉动部分是常 
数，幷且等于 以 ==夂这同§ 44中經典_虑:所得到的普逋結果相符 

(每个鹎动自由度的貢献为 D 。 化学常数的轉动部分 等于& = 

Ia ^ Q 在下面我們将 看到： 在一个相当大的溫度范圍內， kT ^ 

的条件是滿足的，而同时由能的振动部分以及比热的拫动部分 
都不 存在。 在这个范圍內，双原子气体的比热等于 Cfl = c + + c „ m 



(47.11) 


①必須 注意： 这种写法在某种意义下是 种 符号式的笱法，丙为和办句不 
边軸的位 H 的任何函数的全微分 & 

® ^的这个値也可以用另一种方由来 求得： 考虑到配分函数 (47.3) 中的値 

很大，从而把对 S ： 的求和用对 K 的 积分来 代替，我們就 求得： 

z+r^K 年 
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而化学常数 “为 



在相反的低溫极限悄形下， 


保留和式中的头两項就足够了: 


^ — 1 + 36 


/ i：T 


在这样的近似下我們棵到的「彳 ft 能为: 


F 鵪 — 3NtTe 


IkT 


由此得到熵为 


此热为 




1,3 \2 ._ 

c ^ 3 N ^ jkr ) e lhTi 


(47.12) 


(47. 13) 
(47, It) 


(47, 15) 


由此可見，气体轉动部分的熵和比热在 r — o 时基本上按指数規律 
趋向于零。因此，在低溫下双原子气体的行为就像单原子气体的 
行为一样；无論是它的比热的値或若是它們化学常数的値都与粒 
子质 a 为肌的单原子气体所具有的値一样。 

在仟意溫度的普 M 情形 
r ， 配分函数^*应該用数値 
方法来計算。在图3中我們 



作出了 


依賴于的困 


数关系的曲綫。轉动部分的 

比热在0. 8 1(给时其有 


图 


极尺値 ，等下 1. U , 然后漸近 



分子 由咩闫 mt 构成的双原子 气体。 分子的轉动 
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地趋向子經典値心®。 

§犯.分子由相同原子构成的双原子 
气体。分子的轉动 

a 

由相同原子构成的双原子分子具有一些特点，这些特点使得 
我們有必要对前节屮所得到的某些公忒加以修改。 

首先让我們来討淪使我們可以作經典考虑的高溫极限情形, 
由于闲个核是相同的，分子軸的两个相反的位置（区別只在于两个 
核的 E 換）現在对应于分子在物理上的同一个状态。因此經典的 
配分函数 (4?. 9) 应該除以2。这个情况也使得化学常数改变，它 
变为 

Cd 如 (48, 1) 

相当于在心 + G 之和 (47. 12) 中去掉了对数宗量中的因子 

更重要的改变应該出現在需要作量子考虑的溫度。由于事实 
上，整个問題的兴趣只在于把它应用到氫的两种同位素 CH S 和 D s ) 
上，所以我們在下面就只注意这商种气体了^大家知道②，由于核 

的量子力学对称的要求， 使 得在电子譜项(氫分子的基态 

譜項）中偶数及値的 和奇数 Z 値的轉劫能級具肖不同的核簡 幷度： 

h 

偶数(奇数） X 的能級只在两个梭的 Q 旋之和是偶数（奇数)的情形 
下出現 ，幷且当核自旋 （为半 整数时具冇相对簡 幷度： 

—i „ — i-\-l 

① a 2 kTI / k ^ 很大时可以求得热力学盘的渐近展开次 D 此热的展开式的失两 

佴是必須注意 ：达个 m 开式是两数的一个不好的近似 n 
® 例如，#否本教程笫二卷 “ a - 了力 学、 g &3 a 
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当 i 为整数时具冇相对簡幷度 

_ i +1 _ i 

按照通常对氫所采用的术語，处 T 核祙計衩重較大的状态屮的氫 
分子称为正 S 分子，而处于核統計权重較小的状态中的氫分子称 
为伸氫分子。因此，分子氏和1>3具有以下的統計权 重値： 

(HEM 

D 3 (i=i)j 

m ' g 表示分子具有偶数的总椟自旋（对于 h 2 ^ o , 对子0 2 是 
0.2) 和偶数的轉动动量矩 X ;角标 w 表示奇数的总核自旋（对于 
%和1> 3 都是 1) 和奇数的£値。 1 

在具有不同庳子的分子中，全部轉动能級的陔簡幷度都是相 
同的，因此假如考虑到这种簡幷性，那末也不过使得化学常数发生 
一 个我們所不威兴趣的改变。但是这神簡幷性在这里却导致配分 
函数本身形式的改变，現在应該把它写成如下的形式®: 

= SuZtty 

式中 

Z s ^ 2 + f 

^ (2 X 十] . 

R = U 1 “ 

自由能发生相应的 改变： 

F#^-NkT ln(g fl ^+gA) r 

其佘的热力学量亦然。在髙溫卜％ 


①我們采用归一化的按铳朴权重（即使得心+岛这种归一化意味 者：熵 
的計算是以的値为起点的，这相3于在546末昆所采用的条件 D 


(48. 2) 

(4 a 3) 

(48, 4) 




正氨 gu = 


忡氫 


3 

T ， 


4’ 



§48 + 分子由相同 原 T 构成的双原子气体 1 分 T 的轉动 ^ 

z ,^ z v ~^ z n =^, 

闪此，对于自山能仍 IH 得到以前的經典表达式，这正是理所应当 

的 。 

当0时，和式 A 趋近子1，而及按指 数規律 趋近于0;所 
以，在低溫下气体的行为就像单原于气体的情形一样（比热 
-0), 对气体的化学常数只需要附加上一个“核部分”，它等于& = 

S 

= in g 9o 

显然，上述各公式只适合千处+完全热平衡状态的气体□在 
这样的气体中，正氬分子数和 仲錳分孓数的 比値是一个依賴于溫 
度的确定的函数，按照波耳茲曼分布它等宁 

' ^ViT-Ha _ 一 3 名 t| 

ju = ~ N ^ rj 3 ^^ 

1 _ J^ r jn>t — j _ 

a?Dt 2 ru 

当溫度从 0 变到 时， 比値咖，从 0 变到3,而 ah 从0变到 I" 

(当时，所有的分子当然都处于瓦最小的状态，即处于 K=Q 
的状态,这相当于純仲 H 2 或純正 D 2 ) c 

伹是必須 注意: 在分子碰撞时，总核自旋改变的几率是非常小 
的。因此正氫分子和伸氫分子的行为实际上就像氫的两种彼此不 
能轉变 © 的不同变态一样。 H 此在实 M 上踫到的幷斗:是平衡的气 
体，而是正态和仲态的非平衡混合物，它們的相对的量是一个給定 
的常数値®。这种混合物的 ft 由能等于两种成分的自由能 之和。 
特別 是/当 a? = «> (純正或純仲 D 2 ) 时，我 們有： 

F n — — NJc^T In 
< D 不存在特殊的摧化剂时。 

② 对子通 常长肘冏处干室溫下的 ， （体來讲，这个比値等于 

Ji 
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在低溫下$在义屮可以只 趿留 和义的第-攻， ㈨ 此有 
- ^ 

Z u ^Se mt ， 因而 fl 山能为 

t 

F^-^Nj-^NkT In3^- 

这 表示： 气^：的行为就像单原子气体一杆.（4 = 0)，幷且在化学常 

Arts 

数中出現一个附加項 In 3取，商在能 fl 中山現一个常数項 f —— 
柏当+全部分子都具也 K ^ l 时的轉动能。 

§49. 双原子气体。原子的振动 

H 体热力学是的振功部分在非常髙的溫度下要比轉动部分重 
耍得#，因为譜項振动結构的間距比轉动結构的阆距大得多 

但是,我們将认为溫度只高到这样的程太高的振动能級基 
本丄都沒有被激发。这时振动是微小的（闪士也是簡諧的)，因而 

能級由通常的表达式/仙 

(47. 4) 中利 jll 过。 

振动 sa 分函数各 11(47. 4) 的計算是很容易的。由于級数收斂 
得很快，/可以在形甙上把求和扩展到〃我們假定以最低的 

(^=0) 拫动能級作为計算分子能量的起点 <即把 f 包括到 （47. 1) 

■ 

中的常数 h 中去)。 

于是我 們冇： 


^来决定，这个式子我們已經在 


co 窄例来龙，某些双原子7体的矶力： H 2 ^ ioo a ； w ff ：3340 & ； a ： 
NO:2C90° } HCl ： 4H0 3 a 
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(49.1) 

(49. 2) 

<49. 3) 

(49. 4) 


t-0 

ad 

0.4 
0-2 

Q 0.2 OA as 0,8 LQ A4 

Whoj 

_ 

_ 

m 4 

在低溫下所有这些最都按指数規律趋向于零: 

F m ^-NkTe~^, 
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(49 - 5) 



在髙溫下我 ff ? 有： 

F m ^- 腹 1 In 班 + NkT In hoj - N 每， (49. 6) 

与此对应的常数比热为 c a =^% 化学常数为“ =一 Ink 。 把它 
們分別同 (41 11)， （47. 12) 的値 相加， 我 們求得在溫度砂》 Aw 时 
双原子气体的总比热等于 © 1 

〜 =_ ^ ， c p =*= (49.7) 

而化学常数为 

卜 11 {?興設]_ (簡 

在这个公式中，对于由相同原 子构成 的分子来說，应該把因子 (2) 
去掉。的展开式中的头两項等于 

E n = NkT— 导 Nhw- <49. 9) 

式中出現的常数項是因为我們計算能量是以最低的畺子 

能級作为起点的(即从“零点振动”能开始兑起)，但是經典能量应 
該从势能的极小値开始算起。 

当然，自 由能的表达式 (49. 6) 也可以用經典的方法求出来，因 
为当时，重要的是大的量子數&对于这些量子数来讲，运 
动是准經典的。角頻率为 w 的微振动的經典 能量具 有形式 

① 再次与 544 的銪典結果 相符。 

② 从图4中可以看到，实陡上 rai 在 IcT 竺 L 时巳經趋近于它的极限直 Jt 了（例 
如，当^ » = 1 时 〆 ia = 0.93 fc ) & 經典表达式可以适用的实用判別条件可以写为 




§49. 双原子气体 q 原子的振动 


131 




2 m 



是折合质量）。利用 e 的这个表达式来进行积分，就給出了配 


分函數的値 





dpdq = 


Aai 


( 49 . 10 ) 


它与 (49. 6) ①相对应（由于积分收敫很快，对勿的积分可以从积 
分限一 00积到+ 00)。 

在足够髙的溫度下， y 値很大的振劫也被激发，在这种溫度 
下，振动的非睹諧性的效应以及振动同分子轉动的相互作用的效 
应都变得重耍了（达两种效应原則上是同一数量級的)。由于0很 
大，对热力学量的相应的修正可以用經典的方法来确定。 

我們把分子考虑为由两个粒子所构成的力学系統，在相对于 
它們的质心为靜止的坐标系中，它們按規律 PCr) 相互作用着 & 經 
典地来讲以精确方式描述系統的轉动和振劫的能量(哈密頓函数) 
是动能（具有折合质量 W 的粒子的能量)和势能 G(r) 之和。配分 

函数在对动量进行积分后归結为对坐标的 积分： 

「一 ⑽> 
e 


对角度(在球坐标中）迸行积分后,剩下的积分为 

dQ 

卜 AT 心， 

如果令 U { t )^ U 0 ^ m f co \ r - r 0 )\ 幷且在积分时把变 化緩摱 

的因子用来代替(其中是两个粒子間的平衡距离，而 
= f/(r。)）， 那末相当于分？的轉动和各种簡諧拫动都是独立的近 


①这个姐是祀对〃的求和用对的积分来代替后求得的。 
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似，就 吋以获 得了。为了考虑振动的非簡諧性以及各种振动同轉 

■ 

动的相 X 作用，我們坭在把 『 Kr ) 笱成 

U(r) + (49. 11) 



-1， «和卢是常数@>然后从被积式中把因子 


exp 



提出来，再把被积式按6的幂次展开。在展开式中我們只保留到 
溫度的二次項(积分以沿的)；对的积分从积分限积到 + 


展开式的零次項就是配分西数的通常的値，而其余所有的項都是 


所求的修正項。我們把中間的計算省略掉，而直接把对自由能的 
修正的最后結果写 出来： 

「 . - ^ 
l+3a—|/3+^a a . (49.12〕 

由此可見，由千振动的非簡諧性（以及它們同轉动的相互作 
用）在 fi 由能中所引起的修正項与溫度的平方成正比。扣应地，对 
比热所附加的修正項与溫度的一次方成正比， 


§50. 双原子气体。电子动 M 矩的影响 

某些（誠然，为数是不#的)分子在它們的电子基态中具有不 
等于零的軌道动通矩或自旋」 

火家知道，由于不等+零的軌道动量矩 A 的存在,使得电子譜 
項成为二重簡幷的，对应于軌道动量矩柑对于分子軸的两种可能 
的取向这种情况对气体的热力学量的影响的結 果是： 由于配分 


①这两个黹数可以用分子的光播常数来表示（桊者本教裎第三卷 “ a 子力学”, 

@ 严格地讲，鏈項是分裂成两个能餌的：秣为厶-二重态），但是这两个能級之 
間的距离是如此地微小，以致在这里可以把它完全忽略不計„ 




EW . 双原 P 气体，电子动 S 雉 的影响 




函数增加/一倍,結果使化学常数附加一个量 

Hn 2. C 50. 1> 

由于不等于零的0旋 S 的存在，使得譜項分裂成 2N + 1 个譜 
項；但是 C 当 A=0 时），达拽精細結构的冏距是如此地微小，以致： ft 
計算热力学量时总是可以把它們忽略不計。 S 旋的存在仅 仪导致 
所有的能級的筋幷度增加到2^ + 1倍,与此相设，使得化学常数附 


加一个贵 + 

C s = ln (2 N + l ). (50.2) 

当 AtO 时所产生的精細結构耑要特殊的考虑。在这 
种悄形 T , 精細結构的間距所可能达到的 舡 使我們在計算热力学 
M 时必須考虑到它們。我們来推导二重态电子諧項情形 ® 的公式。 

电子二電态的毎个成分都爲也它 A 己的振动的和轉动的結构，达 

■ 

两个成分結构的泰量可以认为是相同的。因此在配分函数 (47. 2> 
中还翦出現一个闪子： 

= t 7 


式中取， gi 是二重态的两个成分的簡幷度， A 是它們之間的距离 
(以度来量度 ） P 相应地 使得自由能附加一項“电子的” 部分： 

^-- A ^ lntgo +^ e "^), (50.3)* 

我們也可以写出“电子的” 比热： 


Ca = Jc 


m 

Xlr 


「1+<] 


La 」 

L go J 


(50-1) 


①这种情形在双 o 中 m 現；分子 no 的雀态电子捎項是二重态&共宽度 

u 

(以度 。簋 为单位）等于 A = 17 PK d 二宜态的两个成分都是弋重铕幷的 

在氧中发生特殊的情况。分子0?的甚志电子」带項是距离弗常宇的之重态它 
們的宽度可以忽略不計。但是由于俩然的次一个（激犮志的）坩項 1 At 二重簡幷 
的)梠距不太远； 11. 加0 & ，而在髙溫时可以被激犮，闲而对热力学量有所影响, 




1 S 4_ 第内章理想气体 ____ 

它应該添加到此热的共佘部分上去。在7 1 —0和这两种极 
限情形下，4显然趋向 T 0,而在溫度 T-A 时具有极大値。 


习 題 

試确定由千0 2 分子第一激发态电子譜項（鑫着]83頁的底注)所引起的 
对氧的自由能的修正項。溫度此振动量子大 捋多， 但是此芘态譜項 a ： S 和激 
发态譜項 1 A 之問的钽离 A 小得多。 


解 麽分 函数为 


hiO A 


kT kTV 


式中第一項和第二項各为基态譜項的和激发态譜項的配分函数，毎一項都是 
电子因子，振动因子和轉动因子的乘积。因此，所求的对自由能的修正項为 

Fx 4 = -NkT lnfl + l^e^W- NhT^^e^' t 

式中％ 和 A d 各为在基态电孑状态中的和在激发态电子状态中的角頻 
率和原子核之間的平衡距离 D 


§51. 多原子气体 

I 

如同双原子气体一样，多原子气体的自由能可以表示为三部 
I 分之和——平动的、轉劫的和振动的。平动部分仍旧由比热~和 
化学常数“即 

( 5L1 ) 

来 表征。 

I 

由于多原子分子的轉动慣量値很大（因而相应地由于它們的 
轉动 s 子很小)，多原子分子的轉动总是可以經典地来考虑 ® ，多 
原子分子具有三个轉动自由度，因而在一般情形下具有三个不 R 


① ft 动的釐 -7 ■化效应只有在甲烷 CH 4 中才会被观察到，在甲垸屮达种欢应大 
杓在50^的洱度下显埤来(豢 宥芊节 的习竭) 9 



的主轉动憤显乃，/=，因此它的轉动动能是 


M 

27 




M\ 

57；十瓦， 


(51-2) 


式中£是轉动坐标系的坐标，其坐标軸同分子的慣量主軸重 
合（我們暫时不考虑构成分: F 的諸原子排列在一条直綫上的特殊 


情形）。达个表迖式应該代入到配分函数 


(51. 3) 


其中 


= :咖 f 却却 n 

像平常一样，积分号上的一撇表示:积分应該只对分子在物理上饯 
此不同的取向来进行 D 

如果分子具祈某些对称軸，那末繞这些軸的某些轉动使分子 
同它本身重合，因而其結果只不过是相闻原子的置換。显然，分子 
在物理上相同的取向的数目等于分子繞各对称軸所容許的各种旋 
轉(包栝恒等变換——旋轉360°——在內）的数目。用^来代表这 
个数我們可以在 (51. 3) 中直截对一切取向进行积分，再把整 
个表达式除以 

在三个无限小轉动角度的乘积咖中，可以把 
看作是相对于《軸方向的立体角元 e ? o tD 对 do f 的积分是与对 
(繞 S 軸本身的轉动)的积分无关的,进行积分的結果等于 4 t ^以 
后对咖进行积分的結果又給出2%再对进行积分 
(积分限从一》到4〜)，結果我們 求得： 

‘ = atilhy { ^ ml(Ii hIs) ^ ^ 

OD 例如，对于 HbO ( 等應三角形）来讲，，= 2;对于 NH^JE 三角雔体〕乘讲 ,<r = 3; 
对子 CH*(]E 四面体）来讲，对于 C e H a (iE 六角形）來讲, 



1^6 


理想气体 


由此抖 W 自由能 

d 

(5 L 4) 


(5 L 5) 


(5L 6) 

如果多原子分子屮所冇的原子都俳列在一条直綫上 （E 綫型 
分子)，那末它也像双原+分子一样，具有两个轉动 G 山度和一个 
轉动憤 S 忍 轉动此热和化学常数也像双原子气体一样，等于 

c_ = 々 ， ^ (51. 7) 

在这里对于非对称的分子(例如， NNO) 来讲, c =】，对十以中心为 
对称的分子(例如, 000) 来讲，0-2。 

对多原子气体 Ci 山能的振动部分的計算类似于我們对双原子 
气体所进行过的計算 & 区別 在于： 多原子气体所具有的振动自由 
度不止一个，而是若干个」就迠說,原子的（非直綫型）分子显然 
具有 ril =3M—e 个振度自 由度； 而对 -f S 綫型的原子的分子， 
r«=3n-5( 参看 S 44) 0 拫动 ft 由度的数0决定分子的所謂簡正 
振动的数目，每一种簡正振动有它 S 己的角頻率(角标《是簡 
正振动的編号）。必須注意 :这些 中的某些頻率可能彼此重合; 
在这种情形下我們說角頻率是簡幷的。 

在簡諧近似下，我們 K 为振动很微小（我們所考虑的也只是这 
样的溫度），这时所有的簡正振动都是独立的，因而振动能量就是 
各个振动的能量之和。因此振动配分兩数分解成各个振动的配分 
闰数之积，而所得到的自由能适（扣. 1) 型的表达式之和 


1 


- —NlcT In JcT - NkT In 如 7 "山产 


trfe 3 


因此按照 g 44, 轉动比热是: 


3 




而化学常数等于 




i ^ hhh ) 


&5]. 多原子气体 
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(51.8) 

a 

在这个和式中毎一个角頻串出現的次数等千它的簡幷度。對子其 
它热力学量的振动部分也相应地得到这种类型的和式。 

每一种 ffl 正振动在它本身的經典情形(^>>6%)下对比热的 
貢献等+ c ^^ k ； 当砍比最火的一个“ 3 还大时，我們就会得到 

c^ = r^Jc. (5 - 9) 

但是,事实上这个极限是达不到的，因为多原子分子通常在比这低 
得多的溫度下就已經分解了。 

多原子分子的各种角頻率叫的値通常是散布在一个很大的 
范圍內的^随着溫度的听高，各种簡正振动逐个“包含”到比热中 
去。这种犄况使得多原 +气体 的比热往往可以在相当寬闊的溫度‘ 
范圍內认为几乎是常数。 

我們現在来討論一种从振动到轉动的特殊轉变的可能性，乙 
烷分子 C 2 I ^ e 就是这种例子。这种分子由两个 CH b 原子团构成，笮 
們彼此相隔一定的距离，幷且以一定的方式相对地取向^分子的 

h _ p 

銪正振动之一是“扭振动”，在这种振动下，一个 0 H 3 原子团相对 
于另一个 ch 3 扭轉。随肴振动能贵的增加，它捫的振幅也在增长, 
最后在足够高的溫度下，振动轉变为 fl 由轉动。結果这个 6 由度 
对比热的貢献在振动完全被激发时大約迖到 A 的値，当溫度继績 

增高时开始下降，漸近地趋近干轉动的特征値 

Ji 

锒后，应当 指出： 如果分子具冇不等〒零的自旋 A (例如，分子 
^ o 2 , cio 2 ), 那末就使得化卞常数附加一个量 

In (2/SM-l), (51.10) 

习 题 

K 确定甲烷在诋溫 r 的轉劫配分函数。 

■ 
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解在第184頁的底注中已轾指出 f 在足够低的溫度下，甲烷的应該 
用量子方法来进行計算。 

ch 4 分子具有正四间体的形状，因而轉动时像一个球状陀螺， 因此它的 
轉动能級等干&/(^+丄)，艿屮 I 是三个土轉动慣量的共同値，/是轉动量子 

数。因为 H 核的旋等子 “备， 而碳通子 C 12 的核旋等 T 零，所以 ch 4 


分子的总的核自旋可以等于0，1, K 相应的核統計权踅为:1，3, 5)< D 3 对于每 


一个柃定的 J 値米讲，对应于总核自旋甸一个不同的値存在着一定数目的状 
态。在下表中給出了头五个 j 値在不同总核&旋时的状态 数③： 

桟 自旋： 0 12 

J = 0 一 一 1 

J = 1 — 1 — 


J = 2 
J = 3 
J = 4 


2 1 

- 2 

2 2 


1 

1 


如果我們假定熵是以 A ； = 々 hi 1 G 的値作为起点来計算的(銮 

看第176頁的底注乂那末在考虑到轉动动量矩和梭自旋各种取向的总簡幷 


度后所得到的配分函軚名*的値还必須除以16。結果我們 得到: 


^"16 


① 參看本 教程饵二卷“璧子力学”，§103,习題夂 

② 总核自旋値不同的甲烷分了的行为事实上就浆各#变态的甲烷分子一样 ，达 
种情形与正虱和伸 氫的悄 形相似 Q 


第五章費密分布和玻色分布 

I 

§52. 費密分布 

如果理想气体的溫度（在給定的密度下）足够低，那末玻耳茲 
曼統計就不再适用而必缜建立另一种統計，在这种統計中粒子在 
各量子态的平均占据数不能假定为很小。 

但是,这种統計是随1体(考虑为由 W 个相同粒子所构成的系 
統）甶何种波函数来描述而有所不同的。大家知道,这些陂函数相 
对于任何一对粒子的交換来讲，不是反对称的，就是对 称的： 前一 
种情形发生于半整数 G 旋的粒子，后一种情形发生于整数0旋的 
粒子。 1 

由反对称波函数来描述的粒子系統遵循所謂泡利原理：不可 
能有多于一个以上的粒子同时处在毎一个量子态中。以这个原理 
为基础的統計称为費密統計(或費密-狄喇克統計 

类似于我們在做过的那样，我們把吉布斯分布应用 
-于气体中处于給定量子态的全部粒子的集合;在 S 37 中已經 指出， 
即使在粒子之間存在着交換怍用时也是可以这样做的 D 我們用 
^ 来代表这个粒子系統的热力势，根据普遍公式 (35. 3), 我 們有: 

in 

丙为在第&个状态中的叫个粒子的能量就是吻根据泡利原 


①这 # 統計是由 ® 密对电子提出的，而它同 S 子力亍的联系由狄啭克 （ 192S) 所 
M 明 ' 

* 晬 老注： Fermi, Z.Physik, 36, S02(1S26); P. A. M t Duac ? Proc. Boy. 
細 ” A112 t 66i(102G) ? 



C 52. 1) 
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理，每一个状态的占据 数都只 可能取0和 i 糾个値，因此我們得 
到： 


^kT ln(l- 


h 


tal 


)■ 


因为系統中的平均粒子数等于热力势 2 对化 学势/ "的取反号 
的微商，所以在現在的情形下,我們就得到所求的在第&个量子态 
中的平均粒子数为微商 



邮 = 
一 



或者最后写为 

刊忆 ㈡ ■ > 一~— * (52, 2) 

K 

B Jot ~ + 1 

这就是遵循费密統計的理想气体（为了簡短起見我們将把这样的 

卜 ％ 

气体称为費密气体)的分布函数。当时，它过渡到玻耳 
茲曼分布函数 ®， 这正是理所当然的 。 

費密分相山以下的条件来归一化 

. S 一- =凡 (52.3). 

乜 e ~ 灯— + 1 

式中 JV 是气体中的粒子总数^这个等式以隐函数的形式确定了化 
学势对7 1 和 A 的依賴关系。 

把对所有的量子态求和,就得到整个气体的热力势 


①花玟耳兹曼統訐中，表达式 (52-1) 应当按这个嫌小的 S 的幂次展 
开；展开式的第一項是 

叫=一 fcTV -^ w ， 

由牝 对弘进 行微分，就：新得到玻丌茲设分 I 公式- 


S 53. 玻色分布 
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~Yr 


(52 - 4) 


g 53. 玻 色分布 


現在我們来硏究由对称 陂函数 描述的粒子所构成的理想气 
体，这秤理想气体所遵循的統計称为玻色統計（或坡色-爱因斯坦 
統計)吒 

在对称波阐数的情形下， M . 下态的占据数不受任何限制，而可 
以具有任意的値。分布函数的推导 " J 以像前一爷那样朿进行；我 
們写山： 

CO 

—d In 〉 : 


出現在这里的几何級数只有当 
为这个条件对于所有的 h (知=0也包括在內）来說都应該成立，所 



<1时才是收斂的。因 


以显然在任何情形下都应 該冇： 

〆 ()■ (53-1) 

由此可見，在波色統計中化学势总是負的。与此联系起来，应当提 

I 

醒一下：在坡耳茲曼統計屮化学势也总 是負的 （按絕对値来讲很 
大 ）； 但是在費密统計中， Mnl 以是負的，也可以是正的。 

* 求出九何級数的和，我們得到： 


ln\l —e 


由此我們求得平均占据数% = 

1 


dih 

9 〆 


为: 


CD 这神統汁是玻色对光 S: 子提出的，而以疳为爱因斯坦 （ 1924) 所推广％ ，- 

* 薛 者注： S. N. Bose, j?.iVi^A t 26 7 178(1924)j A. Eiii^teio, BerlimrBer^ 
1924 3 2iib f 1925, 1^ 
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( 5 a 2 ) 


g is J —— ] 

这就是遵循坡色統計的理想气体（为了簡短起見我們将称为坡色 
气体）的分布函数 D 坡色分布函数与費密分布函数的区別在于分 

蚪一* it 

母中在1前面的符号相反。也像費密分布囡数那样，当 e _ ^«l 
时，坡色分布函数自然地过渡到坡耳兹曼分布菡数。气体中的粒 
子总数表示成公式 

，， (53.3) 


把切=对所有的畺子态求和,就得到整个气体的热力势 Jh 

i2 = J fcT^]ln(l-e" ~). (53, 4) 


§54* 非平衡的費密气体和玻色气体 

■ 

类似于在§ 40中的那种做法，也可以計算出非手衡費密气体 
和坡色气体的熵，而从熵为极大值的条件出发又重新得到費密分 
布函数和坡色分布菡数。 

在費密气体的情形屮，不可能有多于一个以上的粒子处在每 

t 

个量子态中，但是这个数幷不小 ，一 fe 来讲，是与$这个数同 
数董級的（这里所有的符号与 S40 中的 符号相 同）。 

个相同粒子分 布在％ 个状态上（每个状态不可能有多于 
—个以上的粒子）的可能方式的数 H 不是別的，而就是从％个状 
态中选取 iVO 个状态的可能方式的数0，也就是从％个元素屮选 
取■个元素的耝合数。因此，我 們有： 



Gil 

NA (GrNiV/ 


(54.1) 
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把这个表达式取对数，幷对 (54.1) 中三个阶乘的对数都应用 
公式 lnA T ! 二 N\nl ， 我們 求得： 

S = h^~]{Cfj\TiGj 一 jV^In^ ^ _ IGj — j) In (Gj — JV 


(54 2) 


再引入量子态的平均占据数最后我們得到非平衡費密气 
体的墒的表达式如下： 

- h^G^lnni + (1 - In (1 - ]. {54 3) 

i 

从这个表达式为极大値的条件出犮，根据方程式 (40. 8) 很容 
易求出确定平衡分布的公 式为： 

— = e -4+ f ， 

正如所希望的那祥,它是同費密分布一致的。 

最后,在波色統計的情形下,在每个量子态中可以有任意个粒 
子数 T 所以統計权重就是个粒子分布在①个状态上的一 
切可能方式的数目。这个数_等于 ® 


①我們所討齙 的是： 譬如說，把+相同的球分配到 GFj 个箱子中去有#少朴 
方式的問題我 fl 把这些球衣示成个点按次序排列的一个序列的形式；我們把葙 
子糨上号磚，幷假定用 Gy — 1根堅梭，排列在点的序列中，来表示这些箱子問的分界。 
例如 ？ 下图 

-1 …II 參番 4 

表示10今球分纪在五个箱 子內： 第一个箱子內1个球 3 第二个箱子內3个球，第三个 
箱子內0十球，第四个箱子内4个球，第五个箱子內2个球^在这个序列中位圉（点或 
堅綫 M 占据的位 g ) 的总数是 1 Q 我們所求的把球分配到箱子¥去的方式 
的数吕就是对这些娶綫选取的-1个位置的可能方式的数目，也就兹从 Ni + G 广1 
个元索中选取 0)—1 个元索的姐合数，由此抚得到在正文中所引用的公式。 
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\r _ +iVj -1)[ 

J ■一 ("rlH 


(51 4) 


对这个表达忒取对数，间时1比起 A + A ) 和 h 这两个很大的数 
来可以忽略不計，我們得到 

j 

» - 

S (^ + A 7 y ) - Nj In - O j In G ^}, 

b 

3 

(54 - 5) 

引入平均占据数 A , 我們可以把非平衡坡色气体的熵写成形式 


+ 十〜） 一— ] n %^ (54.6) 

j 

- ( 

很容易征 明： 实际上导致坡色分布的就是这个表达式为极大 
ji [的条件。 - 

A 然， （ M . 2) 和 (54. 5) 这两个熵的公式在 N 辦 ; 的极限情 

I 

形卜都过渡到坡耳茲曼公犬 (40. 3)。費密統計和坡色統計的統計 
权重 (5 M ) 和 (5 i . 4) 也都过渡到玻耳茲曼表达式 （40. 2) (为此必 
須設闷 兰(^--^)! OP ' , (^ + ^^1)1 ^ {GfYnGp ) 。但是， 
必祯注 意到： 統計权重的这种过渡意味着在其中省略掉数量級为 


^■的項，这是不难证明的;一般来讲，这种項本身幷不很小，但是 


在取对数后，它們在熵中所給出的修正項的数量級#相对地讲是 

(j j 


很小的。 

最后，毎个 fi 子态中的粒+数很火（以致的极 
限情形是很茧要的，我們來写出在这种情形下的坡色气体的熵的 
公式。从量子力学屮大家知道，这种情形对应于場的經典波动图 


像。統計权重 (51 4) 具有形式 


Al \ - 


N ? r l 


(54. 7) 


而熵为 


各 55. A 本粒 T 的费密气体和玻色气体 


195 


(54. S) 

以后我們在 S 65屮要用到这个公式 = 


§55. 基本粒子的賛密气体和玻色气体 


我們来硏究由基本粒子（或者在所討論的情形下可以看成是 
基本粒子)所构成的气体。以前 Q 經指出，对于通常的原子气体或 
分子气体来說，根本不需要应用费密分布或玻色分布，因为用玻耳 
茲曼分布来描述这些气体实际上总是足够精确的 D 

所有在达一节中推导出来的公武对子費密和坡色这两种統計 
具有完全类似的形式，差別只在于一个正、負号。在后文中，上面 
的符号总是对应于费密統計，而下面的符号总是对应于坡色統計。 

基本粒子的能量归結为它的平动劫能，平动动能总是准經典 
的^因此我 們有： 


而分布函数就像通常那样过渡到在粒子相空岡中的分.布。同时应 
該注意到：在一定的动 M 値下，粒子的状态 还取决 于它的自旋方 
向。因此 f 把分布函数〔52. 2) 或 (53/2) 乘以 


如脅裳芦， 


就得到了在相空間体积元 d PsD dp y d Pz dV 中的粒子数，式中 
+1，而 iS 是粒子的自旋,即粒了数等于 


dN = ^r-- (55. 2) 

e~±l 

对^.积分（这归結为以气体的总体积 F 来代替 dV), 我們得到按 
粒 T 动量分量於，而，於的分布^在动 it 空問中变換到球坐标，幷 
对角度进行积分，我們就求得按动 a 絕对膣的 分布： 
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dN - p ： yp^p 

p 一 —蚪 ! 

2 W ( el ^± l ) 


(55. 3) 


式中 s 


D, 或按能量的分布: 


dN.= 


\^da 


2 V & 


« 

Tt " 


(55 - 4) 


士 1 


这两个公式代替了經典的麦克斯韦分布。 

把 (55. 4) 对 ds 积分 ，我們得到气体中的粒子 总数: 


^ N 


g ; Vm ^ 

2( S A 3 


» 

1 

g —卢 - 

4 — i_ m I -l 


0 


e ±1 


引入新的积分变量 ^ = A 我們把上式改写为形式 


N^jn^T'f] ^/Tdz 

V 2 士 TtW I ’’(A) 丄 1 


(55, 5) 


o 




这个公式以隐函数的形式确定气体的化学势 P 对溫度 T 和密度 f 
的依賴关系。 ^ 

在公式 (52. 4)， （53.4) 中，同样地把求和变換到积分,我們得 
到热力势的表达式 如下： 


干与^ fv^In • 

2 ^V 


进行分部积分，我們 求得: 


2 f &^d& 


2 W 


(55, 6) 




达个表达式同气体的总能 t 
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sdN 


& 


gVm ^ f s^ds 

2 VV 1 


(55 - 7) 


只差一个因子 一 I , 同时注意到 fi 


1 


P 7 y 我們因此就得到下述 


关 系式: 


PV 


(55. 8) 


因为这个关系式是精确的，所以它在玻耳茲曼气体的极限情形下 
也应該滿足；事实上，我們把玻耳茲曼气体的値忑代入上 
式，就得到克拉珀龙方程。 


在公式 (55. 6) 中作变垃代換我們求得: 


^=. . ~- 


py = y^f 



(65, 9) 


式中 f 是一个宗量的函数，亦即祭是户和 r 的 | 次齐次函数 

¥ n 


因此 


i/da\ 

~ f \9 T ) y 7 


-mi 


是 P 和 2 1 的 I 次齐次函数，而它們的比値 f 是零次齐次函数，即 

由此可以看出:在絕热过程中 M = 常数），比保持 

不变，又因为一&也只是^的囪数，所以 

J 


①如果按照表达式 (55.9) 来計算能量 


E = N 一找 -PV 二一普 為 + U ， 


那芣我們 XS 新讲到 关系式 (55.8) 
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= 常数. （55+10) 

于是从 (55. 9) 得出 

二常数， （55. 11) 

而同样地 . 常数。这些等式同通常单原子气体的怕松絕热曲 
綫方程式 (43. 10) 是一致的。但是，应当若重 指出： 公式 (55.10-L1) 

中的幂指数現在同比热的比値沒有关系（冈为关系忒& = 和 

C t o 

c p _ c „ = & 不再成立 ) D 

把公式 (5 rx 6) 改写成如下形式 




(hr) J 


3 兀 V 


z^dz 


hT 


+1 


(55 - 12) 


它同公式 （5 i 5) —起以参 M 形式（鏊量是户）确定气体的物态方 
程，即7和 T 之間的关系。在坡耳 茲曼飞 体的极限情形 K (与 

此相应的是 e *«1), 也可以从这些公式得到克拉珀龙方程，这是 
理所应当的。要证明这一点，只要把物态方程的展开式中的笫一 
个修正項也同时計算出來就行了。 


当 e〃《l 时， 我們把 (55. 12) 中的被积式按的幂次展 
开成 級数, 保留展开式的头两項，我們就得到： 


z^dz 


■■■ 

r s 上-今 上 - 

-(1 干 〆 )dz = 


W ^±1 


3 v ^ 


e Wffx^ e iT 
\ 0 2 


以此代入 (&. 12)，我們有: 


3 


Sl^ -FV 


g W ( kT ) 
(2 tt)V 




簡幷化电子气体 m 

如果只保留展开式的第一項，我們正好得到单原子气体化学势的 
坡耳茲曼値(公式5)，彺此公式屮1=1)。次一項铪出所求的 
修: ; E 項，闪此可以 写出： 

12 =仏改 土^ (55, 13) 

16 tt ^ 

但是对所有的热力势用相应的变量来表示的微小增量（参看 
(24. 16)) 都是相等的。 ㈨ 此，用 T 和 F 来表示 n 的修正項（借助子 
坡： 1 T 茲曼表达式也可以间样精确地做到这一点)，我們就直接得到 
对 d 山能的修正 項： 

F -=F^±^ - AV s . ( 55 . 14 ) 

VikTVm ^ 

最后，对体积进行微分，我們就得到所求的物态 方程： 

S 

PV = N¥r\ 1 土^^ 抑 3 J . (55.15) 

在这个公式中修正項很小的条件同坡耳茲曼統計能够适用的条件 
(45-6) 自然是一致的。冈此，我們 看到： 在給定的密度下，当溫度 
降低时(就是說，当理想气体开始 篩幷化 时)，由于发生理想气体 
的性质与經典性质的偏离，使得在費密統計中压强比它在通常气 
体屮的値有所增加;可以說，在这种情形中，由于 fi 子力学的交換 
效应使得粒子之間出現某沖附加的有效的“排 斥力' 

在玻色統計中，气体的压强値向相反的方面偏离——偏向比 
經典値小的方面；可以說，在这里粒子之間出現了某种有效“吸引 
力' 


§56- $幷化电子气体 

I 

在足够低的溫度下硏究費密气体的性质有着非常重要的原則 
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性的意义。在下面我們将看到，这里所指的低溫，实 际上从 別的观 
点看来还可能是很高的^ 

K 面我們來討論电 -T 气体，因为考虑到它是費密统补最重耍 
的应;II对于电子来讲,^=2;但是我們幷不把这个数値代到公式 
中去,以便所掙到的公式也可以直接应用于其他情形。 

我們从硏究絕对零度下的电子气体(完全銪幷化的費密气体) 
齐始 a 在这种气体中电子按不同量子态的分布方式是使得气体的 
总能量具有最小的可能値 D 因为不可能有一个以 i： 的电子处在每 
个量子态中，所以电子占滿了能 M 从最小値(等于0 ) 到某个最大 
値为止的全部状态，这个最大値取决于气体中的电子数。 

动量絕对値位于阆隔 P 和之間的粒子芊动的量子态数 

等于 

4jrp^dp * V 

了 2 "^F ， 

把这个表达式乘以 g， 我們得到具有上述間隔內的动量値的 s 子 
态总数 


gT r p L dp 

甲 


(5a l) 


因此，在动景値从0到 某个列 的全部状态中所占据的电子数等于 


n = ^\ p ^ mIA 

o 

由此我們得到界限动 量办： 



和界限能量: 





(56. 2) 


(56, 3) 



SG - 舫# 化电子气体 


这个能量具有簡单的热力学意义。根据前面的叙述，当0 
时,按诂子态的費密分布函数 


e ^ r ~ +1 


(56. 4) 


对于所有小于 M 的 S 値变成1，对 
于所冇大千 M 的 s 値变成 0( 在 
图5中用实綫表示出这个两数)^ 
由此可見，在絕对零度下气体的 
化学势同电子的界限能量是一致 
的： 



hr 


^ So - 


(56, 5> 


把状态数 (56.]) 乘以丼暹及所有的劫量値进行积分，就 


得到气体的总 能量: 


1>» 

E= Ami% 3 f P ^ dp=： 2(Wfe 3_， 


把 (56. 2) 代入上式后得到: 


-fo ( 铁 (f)~ 


(56 - 6) 


最后,按照普遍关系式 (55. 8) 我們求得气体的物态方程 




(56. 7) 


由此可見，在絕对零度的溫度下，费密气体的压强与密度的香次方 
成正比。 

所得到的公式 (56. 6—7) 也可以近似地适用于非常接近（在給 
定的气体密度下)絕对零度的溫度。显然，这些公式的适用条件 
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(气体强烈簡幷化的条件) 是: 比界限 能量〜 小 得多: 


VI 


m \ 


(56. 8) 


正如所 m 期的那样，这个条仲与坡其茲曼統計的适用条件 (45, 6) 

是相反的。由叉系式枚所决定的溫度称为 簡幷化 溫度。 

簡幷化电子气体具有独特的特性——它的密度愈大，它就愈 

接近于“理想气体' 这点很容易用下述方式来证实。 

我們来考虑由电子和带正电荷的原子梭所构成的气体，原子 

核的数量正好能够中和所苷电子的电荷(显然，仅由电子所构成的 

气体是根本不稳定的；戏們在前面沒有提到原 子核， 这是由于假設 

了气体的理想性，因而原子核的存在幷不影响电子气体的热力学 

量)。电子同原子核的庫偷相互作用能（相对于一个电子来讲）的 

1 

数最級为^，其中 Ze 是原子核的电荷，而 a 〜是电子和原 

子梭之間的平均距离。气体理想性的条件归結为要求这个庫倫相 
互作用能远小于电子的平均动能，后者与界限能最 s D 同一数 M 
級。不等式 


Ze 




1 


在把和知的表达式 (56. 3) 代入后給出条件 

|》(争) V . 

我們 看到： 气体密度 f 愈大，这个条件就滿足得愈好 


(56. 9) 


①在电孑气体密度等于时，和应的随併化溫度的数 tt 棋为 
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kTdz^kT 


toy 

■ e— 》+ 


^ z)dz 

+1 


o 


习 題 

试求在絕对零度下的屯了 气体中 M 器壁碰 M 的次数（仑 g = 2 ) c 
解劫景在間隔內而动是//向与器驻法綫所成角度在問隔办丙的 
电子数（在单位体积内）为 

2'2^stn^ d9 p^dp 
Oir ^) 3 ¥ 

把它乘以 t * co 3 七 O , 幷对郝从 0 到 I 进行积分和对却从0 到抑 进行 

积分，就得到所求的（相对于1 M 米 2 器壁的）碰 M 次数 V 。結果求得： 

= h fN \^ 3 

卜—16 — mUv 

§57-簡幷化电子气体的比热 

丐溫度比簡幷化溫度％低得多时，分布闺数 (56. 4) 具有图5 
中虛綫 所示的 形式： 分布函数只在能设 s 的値靠近界限能最 h 的 
狹窄間隔內才显著地不等于1或0。这个間隔称为費密分布的 
“边緣能区”,它的寬度的数量級为砂。 

表达式 (56. 6— 7) 各为 i ? 和 P 按微小比値壳的幂次的展开式 

的头一項。我們来确定这个展开式中共次的几項。 

在公式 (55. 6) 中出現形式为 

J^A fMds 

■ U ~^ 

的积分，式中 / U ) 是（使得积分收斂的）某个阐数；在 (55. 6) 中， 
f ( s )， s ' 作变量代換就把这个积分 变为： 
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03 

~\hT j 


fi ^ hTz ) 
c s + l 


在第一个积分中利用 


1 — 1 — 丄 

6_其 + 1 ^+1， 


就得到: 


li 


+抽- 




dz + ](T 


eo 

, e 


?+l ^ 


在第二个积分中，我們注意到 #> M 而积分收敛得很快，所以把 
积分上限換成无限大因此，我們 得到： 

/ 斗 (抽+巧 +公 U 户一紙) 心‘ 


現在我們把第二个积分中被积式的分子按3的幂次展开成泰勒級 
数，幷逐項进行 积分： 


fl 






0 


0 


+ y (^) 4 rc ^>' 


尸 +1 




0 


①这个替換意味者忽略掉指数型的小項6必須注奩，下面所得到的葳开式 
(57.1) 是漸近的〔而幷非收敛的）級数。 


57. 鲔軒化电宇气体的 it 热 


⑽5 


把各个积分的値代入上式' 烺后我 們存: 


①这种类型的枳分<以用下述力式針算 出来: 




p + 1 m 一 1 一 e^dz =r(^2]c-i)^= 


【 i- 2I - tf) r( ： z0^3, 


ji?^r=(u—”r“) ⑽ { x > q \ 


式中 


r ^) = S 


⑴ 


熹所謂黎喿卜函汝。 

a l 时， 〔 1 ) 式变为不定的；积分値为 


^+i 


= In 2 * 


(2〕 


a r 为偶整故 a =2 n ) 时， r - 面数可以用所謂伯努利数来表示，因而得到 


J^n 


22 n -i 

dz ; — ^ — it 211 Bn , 


(3) 


类似的方式可以用来訐算下述 积分: 

r 广— 


f z^ l az 

j V _ f = r ⑷取) 


⑷ 


当 r 为俏 S 数 a ? = 2 n 时，我 們有: 


7 ^2^-1 dz (2tr)^ B rt 
)^1 = ^4 S ~~ 


C5) 


为了#考起見，哉們列举头儿个伯努利敢的疽以及一些 f - 函数的植： 

B 】= i， B ^h B ^w 

f ( V ^)-2-612 t r ( V 2 )- l . S 41, f (3) 二 1.202, f (5) = 1.037; 

rm)=^r, r(w;|vV. 

戋于 


F «) 


^ k dz 


型的函数的数値表可査 J. McDoagall and E. C* Stoner, Phil. Travs. 237, 67 
(1 ⑽扣 A. C. Beer- M.N. Chase, P T F.Choquard, Helv, Phys. Acta 28 ? 529 
〔 1955); R,E. Dingle, AppL ScL Res., Sec+B, 62,2^(1957). 
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r ---^f(e)ds [ ^ ( m 2 i 7 ( ^) ^ J r ； (At) + - *. (57. 1 ) 
0 

M 开式的第三項列在这 m 是为/供以后的参考，我們在这黾幷不 
需耍它。 

在公式 （57.1) 中令/ = #幷将它代入 (55. (0, 我們就得到所求 
的热力势 n 在低溫下的 M 丌式中艽次的一項： 

_ H 

( 57 . 2 ) 


我們用^代表 n 在絕对霎度下的値 & 

把第二項看怍是对 ii。 的微小增觉，幷把其中的 /M 昔助于“零 
級近 flr(56. 5) 用 r 和7来衷示，我們就可以直接写出自由能的表 
达式(根据 (2L W ) 


式中为了簡便起兑我們引入符号 

由此我們求得气体的熵： 


它的比热® 



(57. 3) 


(57. 4) 


(57. 5) 


(57 6) 


CD 我們冇 直戡圯 不写⑴比热的指标 t 或 p ， 因为在这种近似下（^和6\适一 
致的 & 这是因为，我們在§23中巳經 看到： 如采当时，公以的力式 a 向于 
0,那宋之差就以的方 it 趋向 T 0; 因 rii 在这里所考虑的怙形下， G p _ 


相对譙性的簡幷化电子气体 


107 


以及能 fi 




e^e q -\-^nt 

A 


<S) 


^= i?o 


㈣ 職销爲 ) 




(57. 7) 


由此可見，在低溫下簡幷化費密气体的比热与溫度的一次方成 
正比。 


§58. 相对論 性的商 并化电子气体 

电子的平均 能最随 着气体的压縮而增加（&增加)；当它变得. 
与 me 2 相近时，相对論效应就成为重悪的了。我們在这里詳細地 
研究完全簡幷化的超相对論性电子气体，这称气体的粒子能量 
比大得多 a 大家知道，在这种情形下,粒子的能量与它的动量 
山以 F 的关系式联系着： 

s -^ cp , (58 - 1) 

对于量子态数来讲，也就是对 T 費密界限动量抖来讲，我們 
仍旧有前面的公式 (5 S . 1) 和 （ M . 2)。但是費密界限能量(即气体 
的化学势）現在等于 

I 

松】 ’。 -=( 字)、 c (吾) ' (58. 2) 

气体的总能量为 

丑=緣] — 恭 

0 

或 

把能量对体积进行微分（墒保持不变——等于零），吋以得到 
气体的应强， 这样做給出； 



m 
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Kf ) • (68 - 4) 

即超相对綸性电孑气体的茁强与它的密度的 | 次方成正比。 

必須指 m: 实际上不仅在絕对零度下，而且在所有的溫度下. 
对于超相对論性电子气体来讲,关系式 


(ea 5> 
S 

总是成立的。只要对于能量 s 用表达式5 =卬来代替 e = 利 

用与推导关系式 (55. 8) 完全同样的方法就很容易证明这一点。实 
际 + 上，当时,从公式(52.4)得到:1的表达式 


a 


gm 7 

2tt 3 c ^」 


A- 


s 3 ln{l + e KT )de, 


进行分部积分，我們 求得: 



gV 7 8 S ds 


E 

J 


(5 a 6) 


由此可見，起相对論性费密气体的压强达到了任何宏观物体 
的压强(在給定的瓦 F) 所能达到的极限値〔参看卩27)。 - 

⑴入积 分变量 我們 写出： 


内此 可見: 



gF(jbT) 4 r z^dz 

sttW ) 7 ^*) 


4-1 


fi- VTJ ⑸. (58. 7) 

用 S 55 中所做过的同样方法，我們可以由此求出在絕热过程中超 
相对論悻費密气体的体积、 S® 和溫度之 W 的关系式为 
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^ ■ ~ uj^m g \ _■ ■- 

常数 ， FP = 常数 ， g = 常数。 (58.8) 

它們间■的通常_松絕热曲綫方程是一 致的； 但是， 砹当着 
重指出：在这里7絕不是气体比热的此値。 


1. 試求在起相对論性的完全鮪幷化电孑气体中间器健踫搔的次数 & ® 

M 計算的方法与在& 56的习題中一样，但是必 M 注意到电子的速度 

結果 得到： 

N 

V — — — * 

4 V 

2. 試求趙相对論性的簡幷化电 子气体 的比热^ 

M 把公式 (57 J ) 应用到 C 58 J ) 中的积分上去，我們就 求得： 

一 


由此得到熵 


㈣ 




© 


和比热 


O^N 


( 3 ^) " •栌 
3 cfe 


iy 〜. 


3-試求梅对論性的完全簡幷化电子气体的物态方程（电子的能董和功量 
之岡的关系为炉+ Wd)。 

M 对于状态数和费密界限动量 Po 而言，我們仍旧有前面的公式(邱.1) 
和(56+2)，而总能置等于 


V 

^rJV VW c 2 十/咖 


D 


由此得出 


8^ h 3 


c 2 ) \/^o+?wV - {may are sh — 
^ me 


①在所衧的习題中我們令 g = 2 。 
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对于压强 P = - & 


dE 

3 T _ " 


我 們有: 




(^pl - \^pl^-m 2 c 2 + (me ) 4 arc sli^；| 


我們引入 


t = 4 iire ah 豈 
me 


作为桊貴，就可以把以上所得到的公式表示为参 t 形式。于是我們得到 


v-m 


3 ^ sh3 T 




卜»)， 


T = 32^ (3lie ~^ } * 

§59. 籣幷化玻色气体 

在低溫下,玻色气体的性质与費密气体的性质毫无共同之处。 
这早就是很明显 的， 因为坡色气体在？ 1 = 0时所处的最低能量的 
状态应該是五=0的状态（所有的粒子都处丁1 = 0的呈子态)，但 
是費密气体在絕对零度下却具有不等于零的能量。 

如果在給定的 密度# 下降低玻色 气体的 溫度，那末由方程式 

(53. 5) (取下面的符号)所决定的化学势 P 将增加，也就是說它的 
絕对値将减小，因为 P 是負的^化学势达到 ^0 的値的溫度决定 
于等式 


'3 


出现庄上式中的积分可以川 L 兩数來表示（参看第205 K 上的底 


(50.1) 


注)；用％来代衷所求的溫度，我們 得到: 


^ X 31 k 2 /NV 

^7 J 分 


(59,2) 


在 T < T 0 时方程式 (55. 5) 不具备負的解，伹是在玻色統計中化学 
势在所有的溫度下都应該是負的。 

这种表面上的矛盾是由千把 ((53. 3)式中的)求和轉換为 ((55. 5) 
式中的）积分，在这里所討論的条件下是不合理的。这是闶为，在 
这个轉換中和式的第一項 ( s * =0的一項）被%= 0所乘，也就是 
說它从求和式中消失了。但是在降低溫度时，粒子正是应当聚集 
到这个能量最低的状态上去，到时， 所有的粒子全都落在这 
个状态上了。这种情况在数学上表現为：当 P 向极限値过渡 （ M — 
—0) 时,在和式 (53. 3) 中除第一項以外,級数的所有备項之和趋向 
于一个有限的梹限値(由积分 (55. 5) 所确定)，而第一項(办= 0的 
一項)趋向于无限大。所以，使 P 不趋向于0而趋向于某个小的有 
限値，就可以賦予和式的第一項以所要求的有限値 5 

因此在 T < T 0 时的实际情況如下：能 M e >0 的粒子按照& 

= 0的 （55. 4) 式 分布： 

m 3) 

e 菸 一1 


所以,能量 e >0 的粒子总数为 



其余的 


1 一 (59- 4) 
个粒子处于最低的状态，即具有能最在:时气体的 

a 


①粒子聚集封的状态中去的現象常帟称为“坡色-爱因斯坦凝鼉' 应当 
者重指出：这里所指的只是“在动 最空捭 中的凝聚”；当然 f 气体中幷沒有发生任何实 
在的凝聚。 
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能量当然只由5>0的那些粒子来 决定; 在 (55. 7) 中令只=0,我們 
有： 

hl _ f z^dz 


2W 


, e 3 — 1. 


o 


这个积分可化为参看第205頁上的底注)，于是 得到: 


^0.7701雷(吴)玉 =0.128 g 


3 


im 


(59. 5) 


由此得到比热 




即比热正比于7 1 %把比热进行积分后，我們求得熵 


5五 
ST 


和自由能尸㈡芯 一T 及 


I »■ 




后一結果是非常自然的，因为当户= 0时， 


对于压力尸。 


9F 


我們有: 


(59 6) 


(59. 7) 


(5 化 8) 


P-0. 0851i 




(55. 9) 


我們看 到：在 TcT 0 at , 压强正比于幷且完全与体积无关。这 
种情况是下述事实的自然結果:处干 C-0 的状态的粒子不具备动 
鼠，因而对压强就沒有任何貢献。 

在 T = 这一点，所有上列的热力学量都是連續的。但是，可 
以 证明： 比热对溫度的微商在这一点經历一个突变（参看本节的习 



fifl - Vf 幷化玫 en 体 213 

題）。作为溫度函数的比热曲綫本身在 t = t d 这一点具-有一个折 
点，幷且比热在这一点为极大 (^于 1.2 Bx -|^ 


习 題 

試求微商在这一点的突变。 

解为了解决这个問題，必須确定当 T-T „ 为很小的正値时气体的能 

i-vV 

置。我們把等式（郎 . 5)恆等地改写为 

U 

和沁⑺ +f^j[^^rr—T^rry 了办 

0 

的形式，式中囷数 iV 0 (r) 由等式 ( 59 J) 所确定。我們把被积式展开，同时注意 
到—在 r=r„ 这一点附近很小，因而在积分中重要的只是 E 很小的区域，于 
是我們 求褥在 上式中出現的积分为 


at 4 vT (7 Tm ) = ~ vkT 心. 


Q 


把这个数値代入 ffi 式，幷用 JV 〜 JV D 来表示 〜我們得到: 

2^_ fN 0 - N \ 2 
V kTV ) - 

在同样的精确程度下 


BE 


3 da 3 lr 〜3 i, 


由此梅出 


/ /Vo -N V 

\ kTV /' 


— SK ㈣ 

式中用仏 = 迆⑺来代表 po 时的能量，即函数 (59』) 0 显然，第二項对溫 
度的二次微商就是我們所求的比热微商的突变。經过計算后，我們求得： 




6『 2 护 


呢 m 


-3,66 


Nk 

瓦. 


根据 (59.5), 微商^^^在3 1 =几-0时的値是+ 2.89€,因而在2 1 =7^ + 0 
时它等于一 0.77^?. 


S 14 第五章 费密分 布和玻色分也 


§60. 黑体輻射 

应用坡 色統計的最重要的对象是处于热芋衡中的电磁輻射, 
即所謂黑体輻射。 

黑体辐射可以宥作是由光子构成的“气体 ' 电动力学方程式 
的綫性性质反映出这样一个 事实: 光子彼此間幷不相互作用（电磁 
場的叠加原理），因此“光子气体”是理想气体。由于已知光子的动 
量矩是整数,所以这种气体服从坡色 統訃。 

如果輻射不是处在眞空中，而是处在物质的媒质中，那末光子 
气体理想性的条件还耍承輻射同媒质的相互作用也很小。这个条 
件在气体媒质中是滿足的(除了靠近物质吸收譜綫的那些頻率以 
外,在輻射的整个光讅中都是滿足的)；但是当物质密度很大时，也 
个条件只冇在很髙的溫度下才可能滿足。 

应該注 意到: 正是为了有可能在幅射中建立起热平衡，那怕是 
很少量 的物质的存在也是必需的，闪为光子本身之間的相互作用 
可以认为完全不存在这时使平衡建立起采的机构是光子被物 
质吸收和发射。这种情况使得光子气体具有非常重要的特 性：光 
子气体中的粒子数 iV 是一个变量，而不像在通常气体中那样是一 
个給定的常数。因此#本身应該由热平衡条件来确定。要求气体 
的6由能（在給定的 T 和「下> 为极小，我們得到必要条件之一 

但是由于=〜所以我們 求得： 

( 60 * 1 ) 

即光子气体的化学势等于零： 

因此，光子在能量为^的不 同最子 态上的分布由 

(D 与虛的电 子-正子对的 矸能存 住有关的相互怍用是完全可以忽略不計的，在 


这里不考虑。 



的 (53. 2) 式来 确定: 


(60. 2) 


抑 A; 一 Ji ， 

一 J 

这里是在所給定的体积 r 內輻射的本征頻率 a 这就是所謂普 
朗克分布。 

认为体积足够大，我們可以像通常那样 ® 从輻射本征頻率的 
不連績分布过渡到連磧分布。大家知道，波矢 f 的分姑在間隔 
df „ df v , df , 內的本征振动数等于 


(2^) 




而波矢絕对値/在間隔邳內的本征振动数相应地为 


(2^) 




引用頻率 w = cf 幷乘以 2( 每一振动有两个独立偏振方向），我們 
得到犋率在 u 和^ hdw 之間的鬨隔內的光子量子 态数： 

(60.3) 


把分布 C0O. 2) 乘以这个量，我們就求出在該頻率間隔內的光 


子数: 


dN , 


V co^do 

7T S C 3 — ] 


(60.4) 


再乘以&，我們就得到在这个能譜間隔內所包含的輻 射能: 




Vh Ct}^doj 


(ea 5) 


黑体輻射能譜分布的这个公式称力普朗克公式 （1900)、 如果用波 


①例如，盎看本软程第二卷 “ 場翁、第兰版 ， 

_ 择 者注： M. Planck, V^rkandL ReuL Pkysik, ⑽ ” 2, 202, 237( 1900) > 


m 
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2ttC 


来表治,这个公式 a 柯如 K 形式 


dE 广 


X^ckV d\ 


X s 


^TA — 


当頻率很小 〔^《砂) 时，公式 （60- 5) 給出 


(60-6) 




c 


(60- 7) 


这就是所謂瑞利-琴斯公或'我們注意 到:这 个公式幷不包含量子 
常数 a , 幷且叶以直接由 i ? 7 乘以“本征振动数 ”( eo . 3) 来 获得； 在 
这种盘义 L , 这个公式相当干經典統 計学， 在經典統計学中每个 
“捩动 自由度 rt 应該占有能量妳(能最均分定律，纟44)。 

在頻率很大的相反的极限情形下，公式 （60.5) 
铪出： 

dE u _; V-^ui 3 ((jO* 8) 

, ttV 

这就是所謂維恩公式 

在图 6 中， M 出了对应于分布 （60. 5) 的阐数-^的图形。 

fi 一 1 


黑体輻射能量的頰譜分布“密度在的頻率下具 
有极大値，决定于等式 




-2.822, 


(60, 9) 


由此可見，当溫度升高时，分布的极大値的位置以与 T 成正比的方 


+ 

* I? 者注： Lord Rayleigh, PhiL Mag. , 40 ， 539 ， 1900; J. H + Jeana, FhiL 
Maff” 10,91(1905)^ 

* # 譯 者注： W.Wien, Ann, Physi^ 58, 662 〔 189fi) a 
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忒向頻率較大的方向移动 ® 

(維 恩位移定律，它是首先由 
戈里存 （raiHi^H 得到的 ）„ 

我們来計算黑体輻射的 
热力学量。当 P — 0时自由 
能尸同 n —致（因为尸 
-PF = A>+n) c> 根据公式 
(53. 4)，在其中令/1=0,幷且 
像通常那样(惜助于 （ea 3)) 

I 

从求和轉換到积分，我們就 
得到： 

yr^ Uind-e^d^ ( 肌 ] 0 ) 

7 T C J 
0 

31 入积分变量幷进行分部积分，我們得到： 

w _ T/ (¥ry r ^dx 

0 

上式中的积分等于 _ (参看第 205 頁上的底注） s 由此可見， 

f Fr4 ， （6ail) 

式中 

cr-^^ = 5.67xlO fi 克/秒 3 度 4 (60.12) 



JL 


阁 6 


CD 按肤长的分布“密度也具存极大値，它的位 H 由另一个类似的此値 

Ml = 4. 955 

所夹定 □ 由此可見，按波长分布的极太値点 Um ) 以与溫度成反比的方式移动： 
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称为斯忒番-玻耳茲曼常数' 

熵汉等于 

jS ^ MELy ^ (60-13) 

6c 


它与溫度的立方成正比。輻射总能量忍等于 



(60.14) 

1 

当然，这个表达式也可以由直接把分布 （60. 5>进行积分而得到。由 
此可見，黑体輻射的总能量正比子溫度的四次方 —— 坡耳茲曼 

定律。 


輻射的比热等4 


O v - ltkr ya Fj 

(60. 1 5) 

即正比于溫度的立方。最后，压强等干 


卜 _(m' 

(60.16) 

PV -T 

(60.17) 


对于龙子气体我們得到了与超相对論性电子气体 （S 5S) 同样的压 
强极限表达式$这是理所当然的；关系式 (60. 17) 是粒子的能量 
和动量之間的綫性依賴关系 （s = 卬)的直接結果^ 

黑体輻射中的光子总数为 




o } 2 do ) 


TiV 


0 e^~l 


vimu ^ 


tt 2 cV J e y 


,* * 譯者往： J* Stefan, IVien. Be/. ， 79, 39i(1879)i L. Boltmiami } Am, Physik^ 
32,31， 291,616(1884). 

© 光压的存在是首 先由列 別节夫( 1 ^ 0 ) 7 在实驗上证明的 9 
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上式中的积分可以用宗量为3的函数来表示(参看第205頁上 
的底注； U 3) = 1.202 …），由此可見， 

A T = = 0.244 (60. 1 8) 

当光子气体作絕热膨脹（或压縮）时，体积和溫度彼此由 
11^ =常数的关系式联系若。同时由千 (60.16), 压强和体积由 

PV ^ 常数的关系式眹系着。勾(58. S ) 相比較，我們 看到: 光子气 
体的絕热曲綫方程式同超相对論性电子气体的絕热曲綫方程式一 
致（这正是我們所預期的）。 

我們来硏究与周圍的黑体輻射处于 热芋衡 的任何物体。投射 
到物体上的光子不断地被它所反射和吸收，同时物体本身也輻射 
出新的光子，幷且在平衡状态下所有这些过程相互抵洧，以使得光 
子按頰率和方向的分布平均地来讲保持不变。 

由于黑体輻射是完全各向同性的，能流从它的每个体积元中 
均勻地向四面八方 流出。 我們引入符号 

——^4— (60.19) 

4irV dui 4 ttV ( ㈣ - ]) 

来代表在单位体积和单位立体角內黑体輻射的 " 能譜密度”。于是 
从每一点在立体角元心的方向泷出而頻率在間隔內的能流 
密度为： 

cep ( cj ) do dcj t 

因此在单位时間內，投射到物体表面的单位面积上而投射方向与 
表面法綫成 I ?角(同时類率在內）的輻射能量为 

ceo(w) cos^ do do = 2tr sin 9 dB. 

我們用 A { co , 的来代表物体的“吸收本領”，它是輻射的頻率 
及共投射方向的函数;这个量被定义为 ：投射 到物体表面上的輻射 
能量(在給定的頻挛間隔内)被該物体所吸收的部分，但是丼 
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中不包括透过物体的輻射(如果有的話)。于是(在〗秒內、在1厘 
米 2 表面丄）被吸收的輻射的数 哥为： 

ce 0 (6j)J(cj ， 沒 ） cos & do d<p t (GO. 20) 

我們假定：物体不散射輻射，也不发螢光.也就是說反射时不 
发生 e 角和頻率的改变。此外，我們认为輻射不能穿透 物体; 換句 
話說，所有未被反射的輻射完全被吸收了。这时被吸收的輻射的 
数 ft (60. 20) 应該被物体本身在间一 个方向 上和在同一个頻率間 
隔內所发射的轄射所抵消 p 用 J ( o ), e ) dcu do 来代表（从 1 厘米 2 
表面上）发射出采的强度，幷且令它等于被吸收的能量，我們就得 
到下列关 系式： 


./(&}, 0 ) = ce 0 ioj ) 9 ) cos 9 . (60. 21) 

函数 八叫60 和 水叫…対 于不同的物体 3 然是不同的。但是，我 
們 看到：它們的此値是頻率和方向的普适函数而与物体的性质无 
关： 

这个函数由黑体韫射（当溫度等于物体的溫度时）的能譜中 的能量 
分布所决定;这个論衡就是 所謂基 尔霍夫定律的內容。 

如果物体所散射的是光，那末基尔霍夫定律只能以一种更为 
局限的方式来表述。因为在这种情形下反射时发生沒角的改变， 
所以从平衡条件出发只能耍 求：物 体从所有方向吸收来的輻射(在 
一定的頻率 T ) 等于物体发射到所有方向去的总 輻射： 

J(cu, 0) cos 0 do. (60. 22) 

在輻 射可以 穿透物体的情形下， 一 般来讲，0角也发生改变 
(由于射入物体和由物体射出时发迚折射所致）在这种情形下， 
关系式 m 22 ) 还应該对物体的整个表面进行 积分； 同时函数 
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/ Uoj ，的和 八叫的 不 但 依賴十物体的材料和形状，而且还取决+ 
我們所考虑的是物体表面上的哪一点:> 

最后，当有伴 随笤頻 率改变（蛰 光〉 的散射存在时，基尔霍夫定 
律只有在旣对方向进行积分，又对輻射頻率进行积分堉才能成立: 


<io(^ = c||eo(w)4(<y, O') cos 9 do doj. (60, 23) 

如果一个物体能够完全吸收役射到它上面的全部輻射，那末 
这个物体就称为絕对黑体①。根据定义这种物体的40,岣=】， 

■ ■■■ ■■■_ | ~i | ■ | ■ | ■ | ■■■_■ 

而它的发射本領完全决定千荫数 

Jo ( w ， 沒） = ceo ( cj ) cos (60. 24) 

这个函数对于所有的絕对黑体来讲都是相同的。应当注意：絕对 


黑体的发射强度对方向的依賴关系非常簡单 


它正比于发射方 


向同物体表面法綫的夹角的余弦。把（ ㈤ ■ 24) 对所有的頻率和对 

半球內的所有立体角进行积分，就得到絕对黑体的总发射强度 a : 

■ 

oo 'g" 

Jo —eo(*))da>*|27 t cos 0 sin 6d9 — ^^ 7 


0 


0 


式中五由公式 （60. 14) 所确定 。 由此可見 1 

Jo — crT 4 , (60. 25) 

即絕对黑体的总发射强度与它的溫度的四次方成正比。 

最后，我們来硏究幷不处于热平衡状态的輻射；这旣可以是 
輻射譜分布的不平衡，也可以是輻射按方向分布的不平衡。設 

是这部分的類率在間隔 dw 內而波矢方向 n 在立体 
角元也內的这种輻射的空間密度。在頻挛和方向的每一个小間 


①把內壁具有炱好吸收本領的空腔穿一小孔，用这种形式就可以榑到絕对黑 
体。 从外部射入这个小孔的任何射綫只有在受到眭壁的多次反射以后，才可能重新射 
到这个小孔上而外逸。因此只要小孔的尺度足挝小，空腔 实际上 差不多能够把步有役 
射到小孔上的輻射都吸吹掉，由此可見，小孔的表面就是絕对黑体 a 
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隔內可以这样来引入輻射溫度的槪念 :密度 e ( W ， ii ) 等十由普朗克 


公式在这个溫度下所給出的値，即 

c(qj, n) ~e 0 (w), 

把这个溫度表示为我 們有： 


kT 松 


ha } 


In 11 + 


hc^ 


(60. W ) 


4tt®c 3 e(tyj n) 

我們来設想一个向周圍（眞空）空間輻射的絕对黑体。輻射沿 
着直的射綫自由地傳播,幷且在物体以外不再处于热平衡状态一 
它不再像平衡輻射那样是各向同性的。因为光子在眞空中傳播时 


彼此幷不相互作用,所以我們有理由把刘維定理严格地应用于光 


子在它們的相空間內的分布函数（即光子按坐标和波矢分显的分 


布函数)®。根据这个定理，分布函数沿着相軌道保持恒定。但是 
分布函数,除了一个与頰率有关的因子以外,是同給定頻率和方向 
的輻射的空間密度 e (^ n } r ) 一致的。因为輻射頻率在傳播时也 
不改变，所以我們可以表述出下述的重要 結果: 在每一个有輻射在 
其中（从空間給定的 一点〉 傳播的立体角元中，輻射密度 e (^, ti } r ) 
等于它在发射它的黑体內部所具有的密度，也就是說等于黑体輻 
射的密度 e 0 ( W ) o 但是,在平衡的輻射中这样的密度是在所有的方 
向都存在的，而在这里这样的密度則只在某个选定的方向間隔內 
才存在。 


根据 (60. 26) 来定义非芊衡輻射的溫度时，我們可以把这个結 
果表示为另一种形式,譬如說，对于所有的有輻射在其中（从空間 
的毎一給定点）傳播的方向来讲，溫度等于輻射黑体的溫度 
T 。 如果按照对所有方向进行了平均的密度来定义輻射溫度，那末 
这个溫度当然是低于黑体溫度的。 


①在妍究儿何光学的极限情形时5我們可以說光子的坐标。 
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刘維定理的所有这些結論在有反射鏡和折射透鏡存在的情形 
中也完全保持有效——当然同时要保持儿何光学能够适用的条 
件。利用逶鏡或鏡子可以使輻射聚焦，即扩大射綫(到达空間中給 
定的一点）的通行方向的范圍。从而可以提高在这一点的輻射平 
均溫度；但是，由上述討論可以得出結論：无論用什么方式也不能 
使它髙于发射这个輻射的黑体的溫度。 


第六章凝聚体 


S 61 . 固体。但温 


能够有成效地应用統計方法来扑算热力学量的另一类对象乃 
是固体。固体的特征 在于： 其中的原子仅仅在一些平衡位置—— 
晶体的“格点”一附近作微小的振动。物体在热平衡时，格点的 
相互 m 置是选定的，即是从所有丼它可能的分布中选出来的，闪而 
是規則的。換句話說，在热平衡状态固体应該是晶体^ 

除晶体外 S 然界中还存在着一种无定形固体，其中的原子在 
混乱排列的点附近振动着。从热力学的观点来看，这科物体是亚 
稳定的，随着时間的推移終究会結晶的。但是事实上它們的弛 m 
时間是如此地长，以致在无限长的时間內，无定形物体的行为实耘 
上都像是稳定状态的物体一样。下面所有的計算同样地适用于晶 
体和无定形物体。区別只 在于： 甶于无定形物体的非平衡性，能斯 
脫定理对它們不能适用，因而当0时，它們的熵趋向于不等于 
零的値。因此对于无定形物体来讲，对下面所得到的熵的公式 
(61. 7) 必須附加某个常数&(而对自由能必須附加相应的項 
但是这个不很重要的常数幷不影响例如物体的比热，因而我們以 
后把它省略掉了。 

这种在 T — 0时不等于零的“剩余”熵在晶态固体中也可以观 
察到，这是由于晶体的所謂有序化現象而引起的。如染一科給定 
类型的原子可能出現在某些格点上，而这些格点的数目同該类原 
子的数目一致，那末在毎一个这种格点》近都有一个这种类型的 
原子出現;換句話說，在每一个这种格点附近出現該种类型的任何 
一个原子的几率等于一 5 这样的晶体称为完全有序的。但是，也 
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存在着这样的 晶体: 在这种品体中原子不仅可能出現在它們“自己 
的”位置(即完全冇序时它們所占据的位置）上，而1也可能出現在 
另一些“异类的”位 R 上。在这种情形下，可能出現該类原子的格 
点的数目超过这些原子本身的 数目； M 然，这时該类原子出現在无 
論老的或者新的格点上的几率都不等于一。 

例如，固态的一 S 化碳是分子晶体，其中分 TCO 可以有两种 
相反的 取向： 通过把原子 C 和0相互置換的方式就可以从一种取 
向得到另一种取向；在这种情形下,可能出現原子 C (或 0) 的位 R 
的数目是这些原子的数目的两愔。 

在絕对零度下的完全热动平衡状态中，任何晶体都应該是完 
全有序的，即每一类原孑都应該占据完全确定的位置。但是由于 
晶格結构重新构造的过程非常緩慢(特別是在低溫下），所以在髙 
溫下不完全有序的晶体，到很低的溫度下事实上也可能仍然保持 
着这种不完全有序的状态。无序性的这种“冻結”导致晶体的熵中 
出現一項剰余的常数項。例如，在上述的晶体 C 0 的例子中，如果 
分子 C 0 以相等的几率取两种取向，那末剩余熵就等千 

In 2 . 

根据經典力学，所有的原子在絕对零度时是靜 止的, 而它們的 
相互作用势能在平衡时应为极小値/因此在足够低的溫度下，廐 
子在任何情况下都应該只作微小振动，即所有的物体都应該是固 
态的 □ 但是实际上量子效应可以使这个法則发屯例外。这样的例 
外就是液态氦——它是唯一在絕对零度下仍然保持液态的物质 
(在低于25个大气历的压强下)；其它所有的物质早在其中的量子 
效应变得显著以前就 Q 經变成固体了％ 

必縯注意： 要使得物体成为固体，它的溫度必須足够低 y jfcT 

⑦置子效应显著表現出来足在对应于原子热运动的徳布罗耷波长变得可以时 
原子問相此較的时候，在祙态氦中,这种悄况在 2 a -^ K 时开始出現。 
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达个量在任何情况下都必須比原子的相互作用能小得多（事实上 
在較髙的溫度下所有的固体都已經熔化或分解）。由于这个緣故， 
固体中原子在它們的平衡位置附近的振动总是根小的。 

設I是物体的分子数，〃是一个分子中的原子数 a 于是原子 
的总数为在总共 3 AV 个自由度中，三个相应于物体整体的 
平动，三个相应于物体整体的轉动。因此振动的自由度数为 
3JVV — 6;但是由于非常人，所以当然可以忽略掉6这个数，而 
认为振动的自由度就等于 

应当着重 指出： 在考虑固体时,我們在这里完全不考虑原子的 
H 內部”(电子的）自由度。因此，如果达部分的自由度是重要的話 
(例如,在金屬中就可能是这样),那末必須理会到下面所有关子固 
体的热力学量的公式都只是与原子振动有关的那一部分（通常称 
为“晶格”部分）。要得到这些量的总値还必須把“电子”部分（参看 
§69) 附加到“晶格”部分上去。 

从力学的观点来看，具有 3JV ^ 个振动由度的系統可以考虑 
为 SNv 个独立振子的集合，其中的每一个振子相当子一个单独的 
簖正振动^与一个振动自由度相联系的热力学量我們已經在§49 
中計算过了。以那些公式为基細，我們可以把固体的自由能 S 接 
写成 ® 

^ - ^Vs 0 + lu( 1 - ) (61.1) 

a 

的形式。求和是对所有的 3AV 个鲔正振动进行的，它們的編号用 
指标《来表承。我們把一項附加到对振动的求和上去, W 句代 
表物体的全部原子在平衡位置时(更确切地說，在“零点”振动状 
态）的相互作用能。显然，这个能量与物体的分子数 W 成正比，因 

rm b i - i b ■■ w Ti ™™i 

①振动的量子 ft 是首先由爱因斯坦 (1907 r 用来計算阐体的热力学里的 g 
* 者洋； A.Ki Am, Pky^ik^ 22 f 180( 1907 ) 令 


此知是屬子一个分 子的 能量。必須 注意： 一般来讲，办不是常数 
而是物体密度(或比容)的函数；当体积变化时，原子間距发生变 
化，因而原子之間的相互作用能也随着发生变化。在铪定的体积 

下， A 与溫度无关: 3。1。(分 

其佘的热力学量可以按照通常的方式从 fl 由能获得。 

我們来硏究低溫的极限情形。当 fcT 很小时，在对 a 求和的和 
式中起作用的只是頻率很低 的項： 如队〜 kT 。仉是低頦振动大家 
知道幷不是別的，而就是通常的声波。声波的陂长同頻率的关系 

为 A 其中 〃是 声速。在声波的情形中，波长此晶格常数 a 大 

CJ 


得多这就意味着換句話說，为了能够把振动考虑 

(Z 

为声波，溫度必須滿足写成下列形式的 条件： 

. ( 61 . 2 ) 
a 

假設物体是备向同性的（无定形的固体)。大家知逋，在各向 

«• 

同性的固 体屮， 纵声波 ：( 我們角 Wi 来代表它的速度）的傳播和具有 
两个独立偏振方向的横波(具有相同的傅播速度而）的傳播都是可 

能的。这些波 的漿率 同波矢 f 的絕对値由綫性关系 式⑴二 吻/或 
Oi = 1 ltf 联系着。 

在声波的頻譜中,波矢絕对値位-丁-問隔办內而具有一定偏振 
的“本征振动”的数目为 




其中 F 是物体的体积 。 在三种独立的偏振中，对于一种令/ = 


而对于其它两种令,我們就求出在間隔 dOJ 内 总共具 有的振 
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动数 H 如下 


我椚按照公式 


V 




2 tt 2 




(6L 3) 


来引入一个平均声速< 


3 _ 2 , 1 

十足表达式(⑴ .3) 可以写成形式 
3co 2 dcj 


V 




(61*4) 


在这样的形式下，它不仅可以应用于各向同性的物体，幷且也可以 
应用于晶体，这时应当理解为声波在晶体中以一定方式 

取平均的傳播速度。要确定按照什么規則来进行芋均，則要求解 
决关于声波在 具有給 定对称的晶体中傳播的彈性理論問題 3 

借助于表达式 （61. 4)，我們在 (61+1) 屮把求和变換到积分，闪 
而得到： 


F = N^kT^^ 

In u 

(由于当砂很小时积分收斂得很快，我們 n | 以把积分从0积到 
w ) D 这个表达式（除开 I 列一項以外）与黑体輻射的自由能公式 
<60. 10) 的差別只 在于： 以声速石代替了光速 c 和多了一个 因了- 

I "。这样的类似是十分自 然的。 这是因为，把声振动的頻率同它 

S 

的波矢联系起來的綫性关系式对于光子同样是正确的 3 而且在一 
組声振子所构成的系統的能屮这些整数可以看成 

是能量为^的不同“量子态”中的“占据数”，幷且这些数的 
値是任意的（像在坡色統計中一样)。在 ( S 1..5) 中多一个因子_|， 


Jin(i-c (e.r 5) 

■ 


§ ei . 固体 ^ 低通 
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这个因子的出現是由千声振动具有三个可能的偏振方向，而対于 
光子則只有两个偏振方向」 

因此我們可以利用在§ 60中所得到的黑体輻射的0由能表 


达式 <60. 11), 在其中用5來代替 c 幷把它乘以 


3 

2 


而不必重新进 


行訏算9因而固体的自由能等千 


固体的熵为 


它的能量为 


而此热为 


F -^ N^q — V ^ 


T^Ocry 

30 ( A ^) 5 


JS^V 


\5 (huy 




0 二 


5( M 3 


ihTYV , 


(6 L G ) 


( 61 , 7 ) 


(61.8) 


( GK 9) 


由此可見，在低溫下固体的此热与溫度的三次方成正比叫00〗训， 
m 2)\ 我們把比热簡单地写成 c (不区分 G 和仏)，因为在低溫 
下 CfC v 之差与比热本身相此是更小的数量級（参看3 23,在这 
里所討論的情形下， A 、 T 3 , _ c p - a v ^ T 7 ) 0 

对于其冇簡单晶格的固体(元素和簡单化合物)来讲，比热的 
^定律事实上在数贷极为几十度的溫度下就开始符合。对于具有 


O H 当提酲一下： 当存在着“电子的自由度”时，这些公式所确定的只是这 A 热 
力学董的“晶格”部分。然而 T 即使在存卬者“电了”部分的惝形下(在金®中），后者也 
只在溫度为儿度时冰开始对圯热 （0 如說）看所影 

* r? 者注： P. : Debye, Ann .' Pkysik , 39, 7即（1912)„ 在 JVie Collected 
Papers of Pet&r J.W. DtJ&i/cf(Inter£cienee^ New York ， 1954) —书中有此文的英 
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复杂晶格的物体 来讲， 可以預期达个定律只有在低得多的溫度下 
才能得到令人滿意的符合。 

§ 62 . 固体 D 高温 

現在我們來討論相反的髙溫极限情形（按数量級来讲， 砂》 
是品格常数）。在这种情形下，可 以令： 

itf 

1 ~ e hT ⑤首， 

因而公式 (61. 1) 具有形式 

F ^ Ne 0 ^- kT ^ hi 箸. (62. 1 > 

a 

在对 a 求和的和式中总共有 項； 我們按照下面的定义来引入 
一个“儿何平均”頻率& 

ln ^=^ Ly ]^ (62. 2) 

T - 是我們得到固体0由能的公式 

W = Ns^^NvldT In ^ T -\-3 NvkT In ftal . (62, 3) 

平均頻率 5 也像 & 一样，是密度的某个 國数 ： 从 

(62. 我們求得物体的能量五=尸一 r #， 为 

E ^ Ns ^ NvMT , (6 Z 4) 

h 

髙溫的情形相当于对原子振动作經典的考虑;因此很&然，公 
式 (62. 4) 完全符合能董均分定汴（§ 44): 3 A > 个振动自由度屮的 

每一个 S 由度都占有一份能呈奶 X 除开常数 A T 抑以外夂 

«• 

对+此 热我們有： 


C~Nc = SNvk 、 


(62.5) 


S 62 , 阂体，髙租 
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式中是每个分子所占的比热。洼意到在固体中仏和 Q 
之差是完全珂以忽略的（参看卩64节末尾)，我們仍旧把比热簡单 
地写为 G 

由此可見，在足够高的溫度下固体的此热是常数，幷 a 只与物 
体中的原子数有 I 特別是，各 种不 同元素 0=1) 的原子比热应該 
都是相同的幷等子況——这称为杜隆-相蒂定律。在通常的溫度 
下許多元素是滿足这个定律的。公式 (62. 5) 在高溫下对于一系列 
簡单的化介物也是滿足的;对 T 复杂的化合物来讲，比热的这个极 
限値一般来讲事实上是不能达到的（物质的熔化或分解早巳开始 

几 , 

把 （62. 5) 代入 （62. 3) 和（犯 . 4)，我們可以把固体的6由能和 

能量写成形式 

(62. 6) 
(62, 7) 


( 62 . 8 ) 


CD ) 

出发，也可以直接从經典統計学把公式 （62. 1) 推导出来。在固体 
的情形下，在这个积分中对坐标的积分可以州下述方式来进 行:考 
虑到每个原子处于晶格中一定的格点附近，闶而对它的坐标的积 
分可以只在这个格点周園不大的区域內 进行; 显然，这样确定的积 
分区域內所有的点相当于物理 上不同 的微观状态，因而在积分中 
不必附加任何因子了①。 

①在气体的情形 F , K 为对毎个泣子的坐标的积分是斗:整个体积中进行的，所 
以这种因子是必栗的 C # 看§31节末尾） 3 


F^Nsq - NcT In JcT^NcT In fe 石， 


E^Nso+NcT. 


熵 g 等于 


S = Nc Irx^-JVcIn 




当然，从普逋公式 (3 L 5) 


/ — — din 


f 


EiPyq ^ 

ST 


dr 
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用簡正振动的坐标和动帚来表示的能量为 

B ( p , m 10) 

□- 


把它代入 (62. 9), 幷祀 dr 写成形式 

I 


于是积分可以分解为 3AV 个相同积分的乘积，这些积分的形 


式为 




(fexp{-^klj #a ^ a 


2 tt^T 


0 } 




結果就得到公式 (62.1)( _于积分收斂得很快，所以对的积分 
可以扩展为从 一 oo 到 

在足够高的溫度下（只要固体在这些溫度下尙未熔化或分 
解),原子振动的非 簡諧性 效应可能变得显著起来。这种效应对物 
体热力学量的影响的特征可以用了、_述的方式来闡明、 （ § 49中对气 
体的类似計算)。在振动势能按幂次的展开式中名虑到二次項 
以后的几項，我們有： 

' qX 交 ( Pi 《)+/ 3 (?)+氕(空)+ —， 

式中 Up , W 代表簡諧振动的表达式 ( 62 . lo ) ( l 和九的二次式)， 
而 h ( g ), fM , …各为所有坐标 t 的三次、四次等的齐次式。 
在 （62. 9) 的配分函数中作1 = 的变換,我們就 

得到： 

^ = |e ^ dT ^ 

; y syi， j exp qW^fsCq' 、 -Tf 4 (q r ) - 

我們 看到: 在被积式按溫度幂次的展开式中，的所有奇次項都 




J 肋. 德拜内插公式 2 m 

—~ ■ ~ ■ — ■ — I ■ I Mi -_ _ ■ _ _ 

被乘上坐标的一个奇函数，所以这些項在对坐标进行积分后变为 
零。因此 Z 被表示成級数形式另 ^ A + T ^+ T 2 及 J + …， 它只包 
含溫度的整数幂。把它代入 (62. 9), 因而0由能的一級修正項具 
有形式 

= AT\ ⑽ . 11 ) 

即与溫度的芊方成正比^在比热中它导致与溫度一次方成正比的 

修正項应当着重 指出： 这里所指的展开式实质1:是按1这个 

So 

总是很小的 Jt 値的幂次来展 开的， 而当然不是按#的此値的幂次 

iUo 

来展开，15 — 比値在这种情形下是大的。 

习題 

1. 試求使两个相同固体（其溫度为：^和：^)的溫度相等时所可能获得的 
椏大功 & 

M 与 S 43 中习題 12 的解法完全相似。我們 求得： 

2. 試求使固体从溫度 r 冷却到媒质溫度％时（在不变的体积下)所可能 
获得的极大功。 

解根据公式 (20.3) 我們 求得： 

I 丑 I 加 = iVc (T - 2 T 。) + iVc2Vn 争 

§63. 德拜內插公式 

由此可見，在两种极限情形——低溫和髙溫一下，对固体的 
热力卞量进 行足够 完全的計算是可能的 ^ 在中問的溫度范圍內， 
这样的計算是不可能的，因为在 (61. 1) 中对頻率的求和在很大程 
度上依賴于給定物体的整个振动頻譜分布的具体形式。 


0) 这个修正項通常妃負的（与此相应，在 (62. U ) 中^4>0), 
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由于这个緣故，如果建立一个統一的內插公式，能够給出热力 
学量在两种极限情银中的正确値，那是很有意义的。当然，关子求 
得这种公式的問題的解不是唯一的。但是，应該 希望： 以合理的方 
式建立起来的內播公式，至少能够定性地正确描述物体在整个中 
間溫度范圍內的行为。 

固体的热力学量在低溫下的彩式由振动頻譜分布 (61. 4) 所决 
定。在高溫下的情况是所有3況〃个振动都被激发。因此为丫建 
立所求的內插公式自然要从这样一个模型 出发: 在这个模型中，在 
振动頦譜的整个范圍內頻率是按定律 (61. 4) 分布的 （实际上， 它只 
对于低頻率是正确的)，幷且振动頬譜是从0 = 0开姶，到某一有限 

为止; 决定后者的条 件是： 振动的总数等于应有的値 


3AV ； 


由此得出 





2 tt 2 u 3 


] dcj 







(63, l ) 


甶此可見，在所考虑的樓型中，頻率分布由公式 

(63. 2> 

給出，它表示頻率在間隔而> 內的拫动数目（我們已用^»来表示 

A 

在 （Kl, 1) 中把求和变換为积分，我們現在 得到： 

泣 n ― 加 

fw 3 ln(l - e 

J 
o 

我們引入物体的所謂德拜溫度或特征溫度 A 其定 义为： 


(63, 3) 




* 德拜丙插公式 


235 


(当然， © 是物体密度的_数)。于是 


F = Ns 0 ^- 9 NpJct(^J I £ s lr a-e~ g )dz. (tJ3. 4) 


0 


对它进行分部积分，幷 ( il 入徳拜函数 


DM 


3 f 

7 


z s dz 

' 


o 


可以把自由能的公式改写成形式 


F ^ N & 0 + Nv¥C 31 n ( l - e _ l > - 

S T 7 T TTt FT> _ » 


由此得到能量万— ： T # 为 


IC ^ Ns Q -} r 3 NvkT 



TP 


比热为 


0 = 3 Nvh 




在图 7 中給出对 $ 的依賴关系的曲綫 


iiR&lil 

HP 





Q Q2 as OS AO i^2~1.4 

r /& 

图 7 


(63. 5) 


(63- 6) 


(63. 7) 


(63- 8) 


公式 （63.6—8) 就足所求的固体各热力学量的內插公式 
(Debye, 1912) + c 




泽苫 ft: F+D&bye, 前 U 文献 



236 


m 六章凝聚体 


很容易 看到： 在两种极限情形下这些公式确实給出了] H 确的 
結果 3 在(低溫）时徳拜函数的宗量 I很大。在一級近似下, 
在德拜函数 ZKO 的定义 (63. 5) 屮 nT 以把积分上限 Z 用 oo 代替;所 
得到的定积分等于因此® 

把它代入 (63. 8)，我們 得到： 

(吾) 3 ， (63. 9) 

这同 （61. 9) 是一致的。而在髙溫 （T»8) 时德拜南数的宗量 很小; 
当时在一紙近似下 D ( x ) =1®, 因而从 （63. 8) 我 們有 ： Cl 
= ^ Nvk , 又同以前所得的結果 (的. 5) 完全一致®。 

指出以下这一点是有益的；函数的实际变化进程 表明: 


比热在两种极限情形下的定律能够适用的判据 是欠和 ^的相对大 

4 

小：当 7》^■时 此热可 以认为是常数，而时比热与 T 3 成正 


①把枳分 


5/ « p» 

H-] 

0 G i 


来代替，在第二个积分的被积式屮把 （M_；L 广1按的幕 


次展开#逐項进行积分，我們 求出： 时， 

因此,在正文 中所引用的値，除了指数的小項未考虑到以外，是正确的。 
@ 当时，把被积式按 r 的幕次直接展开幷逐項积分，就得出 




D ( r ) = I 


K 




在髙湄下，此热的 M 开忒精确到再下面一項的公式为 


㈢ 歸卜總 


比①。 


固体的热膨脹 
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根据德拜公式，比热是比値$的某个普适函数。換旬話說，根 

据这个公式,处于所謂“对应态”中的卩具有相同的*^的)不同物 
体的比热应該是相同的。 

徳拜公式只对一些具有簡单晶格的固体一大多数的元素和 
一 些簡单化合物(例如，卤素盐类） 一 才很好地表达了（在对內插 
公式所能要求的精确程度內）比热随溫度变化的进程。对于結构 
很复杂的物体，实阽上 它是小 1适用的；这是很&然的，闶为这些物 
体的振动譜非常复杂。 

特別是，德拜公忒完全不能适用于高度各向异性的晶体 D 这 
一 类晶体的海构可能是“层”型結构或“鏈”型結构，因此在同一 
“层”或“鍵”中的原子間的相互作用勢能比不同“层”或 “鍵" 間的結 
合势能要大得多。相应地，它們的振动譜不是由一个特征溫度来 
表征，而是由几个不同数畺級的特征溫度咏，^^，…來表征。因 
此，只有在比最低的一个呔还要低得多的溫度下,比热的2 13 定律 
才是有效的,而在不同的眯之間的溫鸾范囤內則出現新的极限規 
律。这个問題曾由栗弗席茲詳細硏究过® 1 

§64. 固体的热膨脹 

在自由能 (61. 6) 中，正比于 T 4 的項在低溫下可以认为是附加 
到 = 上的一个很小的增量 a 从另一方而来看，对 | 由 

能的小的修正項（在給定的7和7 K ) 等于对热力势 O 的小的修 

①牮拥来說，从一些物质的比热的数据所掙到的它們的0 値为： Pb ： H )% 
Ag；210% Al；4flO% KBr：18G% 1^01:280 勹特 別大的是金刚石的 的： 〜2000。， 

<D 32, 471( ： 1952) & 
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正項（在給定的尸和 T 下 ）（ 見 （15. 12))。因此我們可以立刻 写出: 


中二中 0 (p) — 


^ikryVciP) 
^ 30 (fmy 一 


m . i ) 


式中中 o(P) 是热力势中与溫度无关的部分， kuo 是（借助于 


p 一 冰0 

?v 




的芜系式)表示为 Hi 强函数的体积，而 i = 是借助子同一个关 
系式用压强来表沿的平均声速。物体的体积对溫度的依賴关系由 


m . 2 ) 


(64. 3) 

我們看到：在低溫下 a 与溫度的三次方成正比。虽然如此,但是这 
个事实早就可以从能斯脫定理 （g 23) 和此热的 T 3 定律看出來了 。 

类似地，在髙溫下我們把 （62+ 6) 中的第二項和第三項看作是 
对第一項的小的修芷項（为了使物体是固态的，在任何情形下都应 
孩有 i£T« S() ), 我們 得到： 


tt >=4> 0 (P) ~^cT In 7{/r^NcT hi hiZ(P). 

(64. 4) 

由此得出 

oi dP 

(64. 5) 

热膨暖系数为 

JVc 

ft = - U . 

V^Z ： dP ， 

{m. 6) 


V 来 决定: 




热膨脹系数等十 


^ Hm 3 d 

了5机 — dP 


m - 


它是与溫度无关的。 



& 64. 阁体的热膨脹 
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随着江强的增加，固体中的原子彼此靠近，而它們振动的振幅 
(在同一能诂値卜)减小；換旬話說，頻率增加。所以因此 

a >0, 即固体随溫度的升髙而膨脹。类似的討論表明 ：公式 （64 3) 
中的热膨脹系数 a 也是正的。 

最 JB ， 我們来利用在上一节末尾所指出的对应态定律。比热 
只足比値^的函数这一論断，相当子断言热力势（奉例来說）是 


山 = (t>oCP)+(8)/(D (64. 7) 

这种形式的函数。同时体积为 


V = 


2^ 

9 P 


Vo ( P ) + 




沛热膨脹系数为 

T d 鉍 f " f 

~ Vo ^ dP f * 

用类似的方式我們求得焓 FT 和比热 C = 

比較 C 和 CC 的两个表达式，我們得到关系式如 F : 


a 1 dW 


(64. 8) 


由此可見，在对应态定律能够适用的范圍內，固体的热膨脹系数和 
比热的比値是与溫度无关的（格留乃森定 律)。 

以前我們已經提 到过： 在固体中比热％和 C , 之差是非常小 
的。 在低溫范圍內，这是由于适用于所有一般物体的能斯脫定理 
的普遍結果 a 在高溫范圍內，利用热力学实系式 (16. 9)，我 們有： 
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a s Fg 

dP 

式中 a = a (尸)是热膨脹系数 (64.6): 我們 看到： G —C； 之差正比 
于乃这实质上意 味若： 纪按^的幂次的展开式是从一次項开始 

的，伹是比热本身的展开式是从零次項（常数項）开始的。由此得 
出 結論： 固体在高溫时也有 G p - C ^ C a 

S 65. 声子 


C P -C\^-T 


(M- 

dV"~ 

QP / rp 


在上节中我們把同体屮原子的热运动考虑为晶格的簡正微振 
动的集合。現在我捫来更仔細地硏究这些振动的性质。 

I 

在晶体的每个元胞中一般来讲有几个原子。因此要規定一个 
原子必須給出它所处的元胞以及这个原子在該元胞中的編号 
元胞的位置可以用元胞的任意一个規定的頂点的矢徑 r s 来确定; 
这些矢徑取 

r s = aiai + s 2 a 2 + s 3 as (65. X) 

的値，式中％〜办是整数，而屯, 3! ^ 3 是基格矢（即元胞的边 

我們用4来表示晶格振动时的原子位移，其中角标 s 是元胞 
的編号，而《不仅赛示元胞中某个規定的原子，而且还表示位栘所 
发生的方向（沿 A 於2哪一个坐标軸)；因此，如果元胞中有^个原 
子，那末角标》就取 3 r 个値。 

每个原子受到晶格中其它原子的作用力，晶格的振动就是在 
这种力的作用下发生的。这些力是位移的卤数；由于位移很小，所 
以可以把它們 按《1 的幂次展开，而只保留綫性項，这个展开式不 
包含零次項，因为当遞=0时，所有的原 - F 都处于平衡状态，阔此 


211 


§ 65 , 声子 

作用到它們1：面的力必然变成0。 

因此晶袼中原子的运动方程式具有形式 

说二 (65. 2) 

n ^ s 1 

入这些常系数只依賴于角标3和< 之差，因为两个原子間的相互 
作用力显然只能依賴于它們所 E 于的两个 X 胞的相对位匱，而不 
依賴于它們在空間的絕对位置 a 。 

我們用“单色平面狡” 

1 (65.3) 

的形式来求方程式 (65. 2) 的解。 复数 振幅& 只依賴 f 角标％也 
就是說，它只对于同一元胞中的不同原子才是不同的，而对于不同 
元胞中的同样原子則是相同的^ 

把 (65. 3) 代入 (65. 2), 我們求出 

i ^ u n e itr ^ = y . O 

It'S' 

把这个方程式的两边除以 ，〜， 引入矢量 r,-r 3 -1 其中角注 
幷把对/的求和換为对 or 的等效的求和，我們 得到： 

- oi 2 u n = 0 . ( 65 - 4 ) 

ti 1 t ir 

这一組振幅的綫性齐次方程式，只有在行列式 

—W 心㈡ 0 (65. 5) 

0" 1 

的条件下，才具有不等于零的解 D 因为角标《和《'各取 3r 个値， 


①諸系数捭此之間由一定的关系式相互联系着。共庳因 在于： 如果我 


們只把矗格整体地平移犮旋轉一下，那末作圯到毎个原子上的力仍旧等于笔。达壁关 
系式我們不預备写出来。 
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- 1- ■ 1 ■_ ■ ■ ■ I ■ u- -- - ■ j-i - -ww r-H. . 

所以行列式是一个 3 r 阶的行列式，闶而方程式 (65. 5) 是 V 的一 
个: V 次代数方程式， 

这个方程式冇: V 个解，毎 〜个 解都决定頻率^依賴于波欠 f 
的—个函数关系。因此，对于波矢 f 的毎-个給定値来讲，頻率 o > 
一 般来讲可以有 3 r 个不同的値。換旬話說，可 以說: 頻率 ^ = 6,(0 
足波矢的多値函数,这函数具有 3 r 个 “支' 

S 

在这 3r 个支中必然有这样一 些支： 它們在陂长很大（与原子 
問的距离比較起来）时对应于晶体屮通常的弹性陂（即声波 h 从 
彈性理論中大家知道，在被看成是述績媒质的晶体中,可以傅潘的 
有三种类型的波，它們有不同的^对 f 的依賴哭系，幷且对所有这 
三种类型的波来說 u 都是陂矢 f 諸分蔻的…次齐次函数，因而在 
f = 0 时变成0。 因此，在函数。 (f) 的 3r 个支中应該有主个支，共 
頦率随卷 f 一起变成0,而在 f 很小时是 f 諸分量的一次齐次闲 
数，即瓦有形式 , 

* L w=:a(n)/, 

式中 a ( n ) 是波矢 f 方向的某个函数 ( n 是£方向上的单位矢量)。 
这三种类型的波称为彈性陂或卢学波；它們的特征是：晶格像逑續 
媒质一样整体地振动。在彼长为无限大的极限情形下，这些振动 
就变为整个晶格的簡单的平行位移 ^ 

在其佘 3( r - 1) 个类型的波中，在 f = 0时頻率幷不变成0,而 
相反地，在 f — 0时趋向千一个常数极限 3 晶格的这些振动称为光 
学振动。在这种情形下，处在同一个元胞中的原子彼此相对地运 
动着,幷且在 f = 0的极限情胗 K , 元咆的重心保持不动。显然，如 
果毎个元胞中总共只有一个原子，那末光.学振动根本就不可能 
存在。 

诞当指出：所有 3 r _3 个光学振动的极限頻率 （f = 0 时的頻 
率)不一定是彼此不冏的。在具有一定对称的晶体中，某几支光学 
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振动的极限頻率可能是菫合的。这个問題我們不准备在这里詳細 
討論。 

如果任何一支光学振动的极限頻率同其他支的极限頦率幷不 
重合，那末这一支中的 M 率 以 f ) 在 f =0的附近 n 了以按波矢 f 諸分 
量允的幂次展幵成級数。很容易看出：这个展开式中只包含 . f ; ' 

的偶次减。实陡上，甶〒力学运动方程式相对于时問反号是対称 
的，如果某个格波 (65. 3) 的傳播是可能的,那末间样的陂在相反方 * 
向的傳播也是讨能的。但是这样改变方向相当于改变 f 的符号。 
因此，函数0>(0应該是偶 函数： u (— f ) = u ( f ) T 由此也就得出上 
述的論断^由此可見,在所考虑的情形下，光学振动的頻率在 f = 

-0 附近对波矢的依賴关系具有形式 

at = oj 0 H ™ >」 o>ikfifhf (65.6) 

式中 ㈣ 是极限頻率，而是某些常数。 

如果有几个支的极限賴率重合，那末在这些支中的頻率 ^( f ) 

一 般来讲不能按 f 的幂次展开，因为这一点是它們的奇点 
(支点)，而函数是不能在这种点附近展开成級数的。.我們只能断 
言： 在附近叫之差是允的一次或二次齐次函数（依晶 
体的对称而定)。 

晶格振动的波矢 f 具冇下述的重要特点 d 波矢 f ft 仅通过指 
数因子才在表达式 (65. 3) 中出現。但是把形式为 

的任何矢量附加到 f 上去，完全不会使这个因子发生任何变化 ，其 
中 b 是任何倒格矢（参看 S 132), b 1? b 3j b 3 是倒格基矢， pi , Ps 
是整数。 

因此，我杷得出結論：晶格振动波欠的确定只能精确到附加 
任何 ■■个 倒格矢乘以 2 tt 的程度。 
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因而在囷数 w ( f ) 的毎一支中只要考虑波矢在某个一定的有 
限問隔內的値就行了。也就是說，如杲坐転軸（在普遍情形下是斜 
交的）选取在三个倒格基矢的方向，那末只要考虑狭矢的三个分显 
在間隔 

— irb Trfrij — 一 r (65, 7) 

內的値就够了。換句話說，对于波矢^•来讲，应当选取仑在=个 

倒格元胞中的全部可能値^这个結果自然同样适川于声学振动和 
光学振动^ 

我們再次提醒 一下： 上述的一切是在所謂“簡諧近似”下进行 
討論的，在这种近似下在振动粒子的势能中只考虑到位移 < 的二 
次項。只有在这种近 似下， 不同的单色波 (65. 3) 才彼此沒有“相互 
作用”，而自由地在品格中傅播着^在考虑到后面的“非萌諧”项 
时，就出現这些波彼此相互散射的各种类型的散射过程。 

此外，我們假定了晶格具有理想的周期性。必須 注意： 即使不 
考虑可能的“杂质”以及晶格的其它缺陷，只要在晶体中有各种同 
位素原子无序地分布着，那末理想的周期性在一定程度上也是被 
破坏了的。但是，只要同位素的原子量的相財差很小，或者冇一种 
同位素比其余的多得多，那末这种破坏也就比較不茧要了。这些情 
形也正是通常所遇到的，在这些情形下，上述的图像在一級近似下 
仍然是冇效的，但是在更髙級的近似下，就会 产生格 波受到品格中 
各种“非均匀性”散射的各种类型的“散射”过程^ 

a 

現在我們来硏究晶格振动的图像从垃子理論的观点来看是怎 
样的問題。 

在格波 (65. 3) 中，原子在毎一时刻都經历一定的位移，在量子 
理論中，我們 引又“ 声量子”或“声子”的槪念来代替这些格波 } 所謂 
声量子或声子就是把它們看成是 一 S 在品格中傳播的、具冇一定 


能罱和运动方向的“似粒子”。由于在量子力学中振子的 能揞是 
hco 的整数倍（其中〜是經典陂的頻率)，所以声 f 的能量8同頦率 
w 的关系为 

s — kco , (65.8) 

与光 t 子——光子——的情形相类似。至于波矢 f, 則它所确定的 
是声子的所謂“准动 

p — Af . (65.9) 

这个量在許多方面与通常的劫摄相似，但冏时它与 动置又 有一系 
列重要的区別区別主耍是山于：准动奄这个量的确定只能精 
确到玎以附加任何一个 SttMj 型的常数矢贷的程度，——所有相差 

这样-个I的不同 P 値在物理上是等效的。 

■ 

声子的速度由相应的經典波的群速度所确定，即 v = 这 


个公式也可以写成如下形式 

j5(p) 

v — ~ 


(65.10) 


与粒子的能量、动最和速度之問通常的关系式完全和似。 


所有上述关于格波的頻率和波矢之間的依賴关系完全可以变 


換到声子的能量和它們的准动 fi 之間的依賴关系 5 例如，函数 
S = s ( p ) —般来讲也具有 3 r 个不冋的支 3 其中冇三“#”声子是这 
样的：当准动量足够小时它們的能虽 s 是 p 的諸分量的一次齐次 
函数。这样的声子的速度在 p 很小时所具冇的値只与 p 的方尙有 
关，而与 P 的大小无关。显然，这个速度不是別的，而就是晶体中 
相应的声速^ 


在量子图像中与“簡諧”近似下的格波(65 + 3) 的自由傳播相对 


①声子的准动 a 的性质勾电子在周拍場中的准动里的性质完全 相似； 哭于卮者 
荫参看本教程筚三卷 “最了 力学' 5：0^ 
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应的是完全沒有相互作用的、即彼此互不“碰撞”的声子的自由运 
劫。在 E 高級的近似下，就出現声子彼此之間的各种彈性的和非 
彈性的碰撞过程。这些碰撞正是使得在“声子气体”中能够建立起 
热平衡的机枸，也就是使得在晶格中能够建立起平衡的热运动的 
机构。 

当两个（或儿个)声子互相碰撞时，应該遵守能量守恒定律以 
及准动置守恒 定律。 伹是后者对互相碰撞的声子的准动量之和的 
守恒只要求精确到可以附加任何一个 27rAb 型的矢量的程度，这是 
由于准劫量本身其冇非单値性的緣故。由此可見，两个声子在碰撞 
前的准动量 ( Pl , 仍)和@撞后的准动量 (P；，PO 应該由形式为 

Pl + Pa — Pi + Pa + (65. 11) 

的关系式眹系起东。 

在晶格中可以 R1 时激发任意个相同的声子。換句話說，处在 
声子的侮一个量子态中的声子数可以是任意的。达就意味 着：声 
子气体遵循若坡色統計。此外，由于在这种气体中“粒子”的总数 
不是給定的，而是由 平衡条 件来决定的，因此它的化学势等于0 
(参看因而在給定的（准动垃为 P、 能进为 s 的）量子态中 
的声子平均数在热平衡时，由普朗克函数所 决定： 

^ = ^P~L^ r (60.12) 

应当 指出： 在高溫下,这个表达式变为 

, ( 65 . 13 ) 

S 

I 

即在該状态中的声子数与溫度成正 比。 

我們可以用声子的概念来描述固体的非平衡状态，如像对于 
理想气体所做过的那样0就是說，0体的每一个非平衡的宏观状 
态可以用卢子槟它們的识子态的某祌非平衝分布來确定。物体在 



ee , 量子液 体。 玻色型能譜 
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这种状态的熵可以利用 g 54中所得到的（屬千玻色气体的）公式 
来計算 & 例如，在每个状态屮都有許多声+的情形下， 熵等于 


卜^/細警， 


式屮 是由❼ 个邻近状态所組成的一群状态中的声子数（参看 
(54. 8)) 0 这种情形相当于高溫 ( T 》0) 情形。 

我們把这个公式改写成积分形式，这相当于热振动的經典的 
波动图像。“坐落在”陂矢間隔 df £ df y df s 和空冏体积元內的声 

子(3 〆 ‘种”声子屮的每一“种”声子)状态数为 

j — dT dT 

~ = ^(2 ir ) 3 ■ 

設 V ( r , i)dt 是在空間体积元 dF 内而彼矢在 df £ df y dj £ 內的热振 
动的库显。相应的声子数为 




用这些表达式來代替 A 和幷把汞和变成积分，我們就得到在 
热振动譜中具有一定的、非平衡的能量分布的固体的熵的公式 
如下： 




及 S ’ 
* 




(65.14) 


一 J “( f ) 、一 ” 

求和是対函数的 3 r 个支进行的 3 

§66-置子液体。玻色型能譜 

与气体和固体相反，液体的热力学量，那怕是它們的溫度依 
賴关系，都是不可能在普遍形式下來計算的。其原因在于液体的 
分+之間存在着强烈的相互作用，而间时乂不像同体中那样良有 
振动的微弱性，以使热运动具冇簡单的特性。由于分子間的相互 
作川很强，就使得在計訂热力嗲显时有必要知道相互作用的具体 
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規律，而这种具体規律是随着液体的不同而不同的。 

唯一可能在普遍形式下进行硏究的是液体在絕对零度附近的 
性质 t 这个問題具有重要的原則性的意义，虽然实际上在自然 
界中只存在一种物质——氦一可以一直到絕对零度仍然保持液 
态®。 与牝联 系起来应当提醒一下 （参 61): 根据經典力学， 
所有的物体在絕对零度下都应該是固态的；但是由于氨的 原子之 
間的相互作用特別微弱，所以它一直到景子效应起重要作用的溫 
度下仍然保持液态（“量子液体”)，以 G 凝固已經不再会发生了。 

計算热力学量要求知道所給定的物体的能級譜。应当着重指 
出： 在像设子液体这种相互怍用很强的粒 T 系統的情形下，我們 
所指的能級必須对应于全部液体作为一个整体的量子力学定态， 
而絕不能对应于許.多单个原子的状态。在計算接近絕对零度的溫 
度下的配分两数时,所必耑考虑的只是液体的弱激发能級，即离基 
态不太髙的能級。 ’ 

我們以下述情况作为以后所有討論的基础。宏观物体的任何 
一 $弱激发态在姑子力学中都可以看成是一些单个的“元激发”的 
集合这些元激发的行为就像一些在物体所占据的体积內运动、 
幷其有一定的能黾和动量的“似粒子”一样®。 K 要元激发的数目 
足够少，它們彼此間就沒存“相互作用”(即它們的能昆可以直截加 
起来)，因此它們的集合可以当作为理想气体来考虑。 

关干量子液体弱激发态的能譜的所有可 能赉型 的普遍研究和 
分类的問題到現在还沒有解决。但是可以指出两种类型的能譜， 
它們的存在看来在任何情形下都是可能的。但是必須 注意： 也沒 


© 在 S 66— 5阳屮所叙述的見解是朗道提出的0 
© 更确切地讲 f 是两种 物质： 间位素和 He 4 。 

® 例如，在固体的 M 发态中原子在乜們的 平衡位 置附近作微抿功，这种激犮态 
可以宥成是在固体中运动的卢子的集合。 
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有根摒可以认为耝合型的能譜是不可能存在的。还应当强調指 
-出： 即使对子这两种基本类型来讲，我們也还沒有可能通过把显 
子力学普遍原理应用于扣互作用很强的多粒子系統的途徑，来从 
理論上比較滿意地 LiE 明它們的可能存在 g 
t 能譜的可能类型之一(“坡色”型能譜)的特 怔是： 元激犮可以 
一 个一个地产生和消灭。徂是任何一个力学系統（在这里所考 
虑的情搿下是整个液体）的动 M 矩只能改变一个整数 d 因此一个 

I 

一个地产生的元激犮一定具有整数的动量矩，闶而一定服从坡色 
統計。凡是由服从坡色統計的粒子所构成的液体，都一定具宿这 
祌类型的能譜 u 

当动很小（即波:长 j 很大)时，这些元激发相当于通常在 

液体中的声波，也就是声子。这就意味# : : P 很小的 x 激发的能 
is ( P ) 是动址的綫堆® 数： 

a — up, (Ctj, 1) 

式中 u 足液体中的声速。必須苒重指 fH : 在液体中元激发的动虽 
是眞正的动量，而不像在固体的周期性晶格中的畀子那样是“准动 

随着动量的增加，曲綫当然与綫性依賴关系偏离开 
来;以) a 的形状与液体分子相互作用的具体規律有关，因而不可能 
在普 M 锻式下来确定应該 注意： 当动量足够大时，函数 s ( p ) 是 
根本不可能存在的，因为动量太大的元激发是不稳定的,而分解成 
儿个动量(和能量）較小的元 激发； 确定曲綫 S 二 S ( p ) “終点”附近 
的能譜性质还是一个尙未解决的問題。 

知逍了 在 P 很小时的依賴关系，就能够計算出液体在足 

①液态氦 ( HM ) 具有沾里所名■虑的类型的能迸（这是从它在实驗上被发现的超 
沫动杜:;#看 K 一节）所柙出的結盹〕。 
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够接近絕对零度的溫度下的热力 学显： 在这种溫度 F 液体中所 
有的元激发实际上都具有很小的能献，即都是声子①。利用在 
S 61 中所得到的、固体热力学置在低溫下的表达式，就可以直接 
写出相应的公式，而不必經过任何特殊的計笃。区別只 在于: 代替 

h 

在固体屮声波的三个可能的(一个纵的、两个橫的)偏振方向，在液 
体中只存在一个纵偏捩方向：因此所有的热力学 M 的表达式都必 
須除以3。例如，对 T 液体的0由能我 們哲： 


式中是液体在絕对零度下的 fi 由能。液体的能 M 等于 


( 66 . 2 ) 


E ^ Eo ^ v m^r 


( 66 - 3 ) 


而比热等子 




im.4) 


它正比于溫度的三 次方。 

我們已經指出，剐才所考虑的这种类型的能譜，出現在液态氦 
(同位素 He 4 > 中。对它的各热力学置的实驗数据进行分析的結 
6 / 果，表明这些数据完令能够得到解釋，只要 

j 假設液态氦的 Kp ) 曲綫具有如围 S 所示的 
f\J 形状：在开始的一段綫性上升以后达到极 

太値，然后开始下降，而在某个一定的动 t 
卜 | 値汍处通过极小値气在热平衡状态，在 

^- ^— T 液体中出現的元激发大部分都在能鱿极小 

阁 S 値附近，也就是說，在 S 很小的区域0 = 0 

0在液态氦中，这种惰形发生在大杓 a s ^ e 以下的溫度 
②关于这种类型的能搢 的定 性理論已由费喿給出 CR . 厂 Feynman , Phys , 
to , ,94, 262,刪\ 
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附近的区域）肉，以及在 〆 拆)値附近的区域內。因此正是达两个 
区域特別重荽。在3?=枷附近，鹵数 s ( p ) 可以按 一汍 的幂次展 
开成級数。綫性項是不存在的，取到二次項我們有 

， (66.5) 

式中 A 仰)，而 P 是常数^这种类型的元激发現在已經习慣地 
称为“轉； T 。 

mjH_T-p™L>LAj» 

趵和 P 这些常数的經驗数値为： 

^ = S .9° K , 饰 = 2.1 xl ( T 19 克-厘米/秒， ^-1.72 xl 0- 34 ^ 

因为轉子能量总是包含 A 这个量，而 A 比砂大得多(在溫度低到 
可以称为“轉子气体”的情形下），所以可以用坡耳茲曼分布代替坡 
色分布来描述它們，而仍旧具有足够的精确度。 
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試求液态氦的各热力学 暈的“ 轉子”部分。 

m 当溫度升高时，各热力学量除了 “声子 ”部分以外，还有由于轉子的 
出現所引起的貢献 □ 租据方稈式在本积 F 內 .V 个砼子的气体的自由 
能是： 

F 口-庸 办. 

轉子气体中的粒子数不是一个姶定的数，而是陣着溫度而变化的，因而决定 
亍启由能应为极小値的条件„令@嗶于0 , 我們求出轉子数为： 

Nm = C ^^^ p ' 

相应的自由能 値为： 




VkT 

i ^ irh ) 


t 




現在我們应当把(你.5)式代入上式。因为 pg » JT ， 所以在把对必 p 的 
积分改 成对如 y 办的积分时，可以把指数外面的因子 〆 換成; ^而仍旧足 
够桢确 ^在对指数因子进行积分肘，我們可以把积分限取为一》和 + 〜。最 
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后我們 得到： 

2 j , kT)^plV ^ 

八耱 (z^h 3 e * 

F 鹌一 kTNn ‘ 

因此轉子对熵和比热的 a 献为： 

〜， -( 吾 ㈤ 

c -= m -[ hit ^( M ] 

我們看到：各热力学量的轉子部分的溫度依賴关系主要是指数型的。丙 
此，在足够低的溫度下,轉子部分小 T 声子部分，而在高溫下悄况相反，轉子 
部分超过声子部分 & 


§67. 超流动性 

具有上述类型的能譜的量子液体必然具有一种奇妙的所謂超 
流劫性——能够流过細毛細管或狹縫而不呈現出任何粘滞性的 
性质％ 

我們从硏究絕对零度下的液体开始；在这个溫度下液体处于 
+# 

它的未被激发的基态中。 

我們来考虑以恒定速度 V 在毛細管中沭动的液沐。由+液休 
与管壁之間的摩擦和液体本身內部的摩擦，就会发生液体动能的 
耗散，因而流动就会逐漸变慢，一在这种情況下就会表现出粘滯 
性的存在。 

在随着液体一起运动的坐榇系中来硏究液泳的流动要更方便 
些 & 在这个坐标系屮氦是靜止的，而毛細管的管壁以速度 （- V ) 
运动着。当冇 粘滞性 存在时，靜 Jh 的氦也一定会开始运动起来。物 
理上是很明 显的： 由千液休被管壁所粘附，不可能一开始就引起 


①这个現象足甶屮皮査在抵子 2. iPK 的液态氮（氦 E) 中发現的 （ 19SS)*, 
+ if 者注： n ■丄 Ka:xmn ^OKiadbi, AH CtX7\ 18,21(lfl38) fl 
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液体的整体运动。运动的出現必然是从內部运动的逐漸激发开 
始的，卯从液体內元激发的出現开始的。 

我們假設在液体屮出現一个动设为 P , 能量为 4 P ) 的元激发。 
于是液体的能量恥(在液体原来是靜止的哑标系中）就等于这个元 
激发的能量 S , 而液体的动量5就等千元激发的动量 P 。 現在回 
到毛細管为靜止的坐标系中。根据力学中大家知道的能量和动最 
的变換公式，在这个坐标系中液体的能量五和动: y ： p 为 

芯 = 五 0 +P 0 v +¥， P-Po+ifv, 〔 67.1) 


式中苽足液体的质最。以6 P 代替風>， P D 代人上式，我們可以 写成: 


_ff = s + pv + 


^Y~ 


这一項是流动液体的初姶动能；而表达 式^ + pv 是由 

子出現元激发而引起的能量改变这个能量改变应該是負的，因 
为运动液体的能量应該賊少： 

s + pv <0. 

在給定的 P 値下，不等式左边的 ft 当 p 和 V 反平行时具有最 
小値;因此在任何情形下都应該有 s — pv <0, 即 

to 三. (67.2) 

p 

这个不等式至少对于元激发动量 p 的某些値来說应該是滿足 
的。因此只要求出 f 这个量的极小値，我捫就得到沿着毛細管运 

动的液体中可能出現元激发的最低条怦 3 在几何上，比値 f 是 

(在菸 S 平而內）从坐标原点到曲綫 S = 上某一点所联直綫的 
傾角的正切。显然，它的极小値决定于这样 一点： 从坐标原点到該 
点所联的直綫与仙綫在該点相切。只要这个极小値不等于零，那 
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末当流动速度不太人时在液体內不可能出現元激发。达就意味 
着：液体的流动不会烕慢，即液体呈现出超流动性的現象。 

我們所得到的超流动性存在的这个条件实质上归結为这样一 
个要求：曲綫不与橫坐标軸在坐标原点相切（不考虑它 
与橫坐粘軸在远处相切的情形， 电 于这种可能性是很小的）。因此 
任何能譜只要共中足够小的元激发是声子，都会导致超流动性。 

現在我們来硏究这神液体在不等于絕对零度的溫度 （ M 然接 
近于絕封零度）下的情形。在这种情形下，液体幷不处于基态—— 
它包含冇元效发。上面所进行的討論本身仍然有效，闵为在这些 
討論中幷沒有直接用到液体最初处于迠态这一亊实。在滿足上述 
条件时，液体相对于管壁的运动仍旧不可能 U 起新的元激发在液 
体中出現。但是，必須說明，已經存在于液体屮的元激发是怎样出 
現的。 

为此我們来进行以下的計算。我們設想“元激发气体”整体地 
以速度 V 相对于液体作平动运动。整体地运动着的气体其分布函 
数可以从靜止气体的分布函数 wU ) 求得， U 要把粒子的能量 s 用 
S — pv 这个量来代替，共中 p 是粒子的动最 A 因此气钵的总动量 

I 

® 对于 tfll 常的气体来說，这个❻况是伽利略和对性原理的应接結果，幷可以直 
栽用个坐知系变換到另一十坐系的办法未加以证明 a 但边 在这里房考虎的情 
形下这样的論 + 能豇接适用 T 因为“ 元激发气体”不是在 K 空屮运动，而是〃在液体 
中”运动9虽然如此，佴是这个論断 坯是有效的 ，这可以从下面的討論中看設元激 
犮气体以邃度 v 相对于液侔而运动 p 我們来考虎达样一十坐标系(:坐标系 / O : 在这个 
坐标系中元激发气体整体地是靜 lh 的，而液体相应地以速度一 v 运动音。根琚变换公 
式(67.1)，液体在坐标系 K 中的能垃 S 和在液体为靜止的坐标系（坐标系 £ To ) 中的能 
置馬> 之問的关系 次为： 

2 

設在液体中出攻一个能贵为（在坐标系 Ko 中）的 X 避&。于是液体在坐标系 /f 
中的附加能量为 f - pv ， 这就证明/我們所作加踰断 P 




(每单位体积的） 为: 


(式中符号代表乘积办办)。我們假定速度 V 很小，从而 
可以把被积式按 PV 的幂次展开。在对矢母 P 的方向进行积分后, 
零次項变为零，枯果留下： 


p=_jp(pv)^) 


d^p 

(2 tt /0 3 


对矢 M p 的方向进行积分,我們 得到: 



对于声子来說，3==吵®，进行分部积分后，我們 求得: 


(67. 3) 


p ^~ v 3sfe?l Aw 却 - 

0 0 

但是积分 

«o 

(Ar\ —( 妁 . 卜 

o 

不是別的，而就是声子气体毎单位体积的能最方〜因此最后我們 
有： 

p ^ v ^- ( 67 - 4 ) 


①对于声子来說，函软 《( e ) 显化学势等干零的坡色分布函敬。因此 we — pv ) 
与丧达式 


e — 1 

成芷比。应当注 意到： 起淹动性条件正好就是饵证这个表达式在所有能莆 
下都是芷的和有限的条件 
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首先我們 看到: 元激发气体的运动伴随着一定质 fi 的迁 移：单 
位体积气体的冇效质量由 （67. 3) 或 （67. 4) 中动量 P 和速度 V 之問 
的此例系数所决定。另一方面，当液体譬如說流經毛細管时，絲 
毫也不妨碍这种气休的 “ 粒子”同管壁发生碰擂和同管销交換动 
量。結果元激发气体将停止不动，就像所有通常的气体流經毛細 
管时所发生的愦形一样 D 

因此，我們得到下述的基本結論 d 在不等于絕对零度的溫度 
下，液体一部分质量的行为正如芷常的粘滞性液体-样，在运动时 
“粘附”在器壁上；而其佘部分质量的行力就象沒有粘滯性的超流 
动性液体一样。同时黄要 的是： 在液钵这两部分“彼此”相对运动 
着的质量之間“沒有摩擦' 即它們彼此之問不发生动量的傳递，实 
际上，在硏究勻速运动的元激发气体中的統計平衡时，我們 得到： 
液体的一部分质量相对于另一部分质 M 的这种相对运动是眞正存 
在着的 & 但是假如在統計平衡状态中峙以发生任何相对运动，那 
宋这就盘 味普： 幷沒有麽擦伴随它一起发生 

应丐着重 指出： 把液体考虑为它的 JE 常的和超流动性的两 
“部分”的“混合体”，只不过是适于描述在带子液体中所发屯的現 
象的一种表达方法。正如任何用經典术語对量子現象所作的描述 
一样，它幷不是十分恰丐的。实际上应当說： 在敁子 液体中讨以同 
时存在'两种 运动： 其屮每一种 运动屬 于它所对应的“有效质量” 
(幷且这阏种 质量之 和等于液体眞正的总质量)。一种运动是“正常 
的”,即具有与通常粘滯性液体的运动同样的 性质； 另一种运动是 
“超流动性的' 这两种运动彼此間不发生动量的 f # 递。特別应当 
着重 指出： 在这里幷不是把液体的实际粒子分成超流动性的和正 
常的粒子。在一定的意义下，可以說液体的起流动性质量和正常 
质景，但是这絕不意味着可以把液体眞芷分成两部分. 

用公式（6 7 . 4) 来确定液体质姑的正常部分，只能在溫度如此 
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之低、以致于可以把所有的元激发都考虑为声子的情形 r Q 从 

(66. 3) 把声子气体能 a 的表达式代入 (67 4), 我們求得液体的正 

常部分的密度 Pm 为： 一 

0^2 

(67.5) 

45 /t m 

随着溫度的升高，液体质量中愈来愈多的部分变成正常的液 
体。 在液体的全部质 a 整个变成正常液体的那一点，超沭动性 
这神性质就完全消央了。这就垃液体的所謂 a 点（氮的 a 点为 
2-19 c K), 是一个第二类相变点（第十四章)。 


习 題 

試求液态氦正常密度的轉子部分。 


解对于玻耳茲璺分布，固而 （ 67 . 3 ) 給出 

C fC X 

,、 _4 rr_r ^ _ 1 Cp 2 ^ P _ ^ 

< P ^ n ^ 3 kTC ^ m P > idp ^ 3 ky }( 2 why = SkT^ r 
因为 pt»^kT, 我們可以取 p=ph 而仍旧保持足够的精确度；再由&郎中的 
习題把代人,飫后我們求出 

(a ") — 2 ^ Q \ 

^ n)n ~3kTV 3(» p "(fcT)"V ■ W 

~的声子部分和帱子部分变成相等的溫度大約在 

心 〔 T ) 曲綫在 X 点附近的部分朽然不能精确地計算出来。虽然如此，但 
是根据 CD 式，〜的上升很快，所以可以佘心 0 =丄 幷应坩 （ 1 ) 式来近似地获 


得 x 点的溫度値 a 达样的計算给出X点的値为 2. 5°K， 与实际値 2. i9°K 十 
分符合。 


§68- «子液体。費密型能譜 

在§66中我們已經 指山： 任何最子液体，如果所包含的粒子 
具有整数自旋，那末 g —定具有玻色型的能譜：如果液体所包舍 
的粒+具有半鼙数0墒，那末它的能譜就可能是另一种粪犁(称为 


笫六章凝聚体 

“費密型”能譜);这种液体的例子是同位紊 He 3 。 但是必須强調指 
出： 幷不所有包含半整数自旋粒子的液体都普遍具有这种类型 
的能譜。这种液体所 K 有的能譜还取决千它的原子間相互作用的 
性质 a 达一点由下面的簡单論证就立刻可以 看出： 如果相互作用 
有把原子成对地結合起来的趋势，那末在极端情况下，我們就会得 

■ 

到一种分子液体，其粒子具有整数自旋，因而它的能譜是坡色型 
的。 

量子液体的“費密型”能蹐的构造，就某种意义来說，类似于理 
想費密气体的能譜。后者的基态对应干这样一种 情况： 单个粒子 
的动量从0起直到某一仰値为止的整个范圍内的全部 fi 子态都是 
占滿的。当一个粒子从这个占滿的能区巾的一个态跃迁到 
的一个态中去以后，就形成气体的激发态。 

自然，在液体中，单个原子的量子态是不存在的^但是，作为 
构成这种类型能譜的出发点，我們可以假設:原子間的相互作用是 
逐漸“加进去”的，也就是說，当从气体轉变到液体时，能鈒的分类 
保持不变。在这种分类下，起着气体粒子作用的是“元激发”，它們 
的数日与液体中的原子数一致，幷且服从費密統計^ 

每一个这种“似粒子”都具有一定的动量 p (以后我們苒来討 
論这个假設能否成立的問題。）設^^)代表它們相对于动量的分布 
函数。上面所提到的分类的原則就在于 假定： 只要規定了这个，函 
数，就唯一地确定了液体的能量尽幷且 假定： 基态对应于这样一 
个分布菡数 * 这个分布函数所代表的分布情况，是似粒子的动量絕 
对値在某一規定的局限范圍內的全部量子态都被占滿。在最簡单 
的情形下,这个能区也像气体的情形一样，从0 —直扩展到某一确 
定的界限値 P。 （动 S 空鬨中的一个球 h 但是，另一种情形也是可 
能 的:在 这种情形下，在从气体逐漸轉变到液体的过程中，在这个 
球体內出現一个“空膝' 也就是說,与 S 态相对应的是达样一种分 
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布 情况： 动量絕对値在两个不等于0的有限値之間的全部量子态 
都被占滿。最后，在最普遍的情形下，出現几个这种（同心的）“空 
心球”也是可能的。 

为了确定起見,在下面我們以最自然的情形开姶，即以动量空 

問中的实心球的情形开始。換句話說，我們 假設: 在这种情形下对 

■ 

应于墓态的是一个“阶跃”分布函数，这个分布函数在？) 。値处 
突然中止。仰这个量同液体密度的关茶，与气体情形的公式 # 相 
同。 

値得注意 的是： 液体的总能量茗絕不能化为似粒子的能最 S 
之和。換句話說，芯代表分布函数的一个普 遍泛函 ，它不能嚷气体 

的情形那样化为积分(对于气体的情形，似粒子同实际粒子 

■ 

是一致的)。 

因为根本的槪念是尽所以問題就在子怎样来定义似粒子的 
能量6。 

分布函数的归一化条件为 

jn^r=y, (68.1) 

式中汊是在液体的体积 r 中的粒子数， dx * 在这里代表(在 

下面，还要更严格地規定这个条件。）对于分布函数的一个无限小 
的改变来讲， 刀 的改变可以写成形式 

8 lndr . (68, 2) 

s < p ) 这个量是能量相对于分布函数的泛函微商 a 它相当于由于加 
进一个动量为 P 的似粒子而引起的系統能 t 的改变，幷且在其它 
粒子的場中起着这样一个似粒子的作用的也就是这个量。它也是 


4 


校 者注： 即 （56.2) 式。 
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分布函数的泛函，也就是說，只有当液体中所有似粒子的分布都被 
給定以后，函数 〃( p ) 的形状才是确定的。 

与此相联系，必須 指出： 在費密型能譜中，一个元激发在某种 
意义下可以看成是〜个在周圍原子的自洽場中的原子。但是这种 
自洽性不能以通常在量子力学中所用的意义来理解。它在这里具 
有更基本的 性质: 在原子的哈密頓算符中，不仅要把周圍粒子分布 
对勢能的影响考虑进去，而且动能算符对动量算符的依賴关系也 
要改变。 

很容易 看出： 似粒子的手衡分布函数具柘通常費密分布的形 
状，而以由 （68. 2) 所定义的 e 这个量起着能量的作用。这是因为， 
由于所考虑的液体的能級的分类性质和理想气体的能級的分类性 
质之間的一致，所以用表迖式 

JS —h {抑 + — ？ Ohi ( l — 料） (68, 3) 

(参看 (54. 3) 式)来定义液体的墒是很自然的。在粒子总数和总能 
量都应等于常数这闻个附加条件下，把上式进行变分(总能显的变 
分由 (68. 2) 式給出），我們就得到所求的分布 

« = — • m 4) 

+ i 

但是必須强調 指出： 尽管这个式子与通常的®密分布之問在形式 
上相似，但是只要能量 s 本身是 w 的 氐函， 那末就不会完全相同， 
因此严格地讲，（明> 4) 式是 w 的一个很复杂的隐含的定义. 

在上述的討論中，我們一直沒有理会似粒子的自旋是否存在。 
实际上，所洧的 M U , s 等） 一 般来讲不仅是动量的函数,而且还是 
似粒子的自旋算符(矩陣 ） S 的算符函数。如果液体处于热动平衡 
状态，那末它是均勻而各向同性的，因而标量 5 只能与标量的宗量 
有关。因此算符 S 只能以 f 或 ( LpV 1 的形式出現(乘积 ( tp ) 的一 
次幂是不允許的，因为，由于自旋矢量是一个軸矢最，所以这个乘 
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积不是标量,而是一个赝标最)。对于自旋我們有 

(s-p) 2 = 4-P^ 

4 4 

即 s 根本不出現。因此在达种情形下，似粒子的能量 s 完全与自 
旋无关。 

s 之不依賴于自旋，意味 若似粒 子的所有能級都具有一个二 
重簡幷度。本来，如果說似粒子炅存自旋,事实上也就是表示能級 
中有这种簡幷度存在。在这种意义下，我們可以断言 :在这 里所# 

虑的类型的能譜中的似粒子，其自旋总是等于！，而与液体中实际 


粒子的自旋无关。这是因为，对于$不等于 f 的任何自旋来讲， 
(会•: P， 型的項都会使得 (2〃+ 1) 重簡幷的能級分裂成 |(2s +1) 个 


两重簡幷的能級。換句話說，菡数 〃(P) 出現 f(25 + l ) 个不同的 

支：其中毎一支所对应的似粒子都 ( ‘具有自旋 

力了簡化公式的书写，我們在下面将假設:沒有一个最是依賴 
于自旋算符的。因此只需耍把所有对相空間的积分都乘以因子2, 

我們就把3旋 f 的出現考虑进去了；我們假定因子2被包括在办 


的定义中: 


dr~2 


d 3 p 

(2ttA) 3 


当出現对自旋的依賴关系时，公式的 爷写的 差別只在于:在对相空 
間进行积分以后,还必須取矩陣函数的迹。 

我們現在回到上面所作的 假設： 对每一个似粒子都可以賦予 
一个确定的动量。这样一个假設能够成立所要求的条 件是： 由于 
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平均自由程的有限而引起的动置不准度不仅必須比动量本身小得 
多，而 J1 还必須比分布函数的 K 过渡”区 t 在共中，这个分布与“阶 
跃”分布有相当的区別）的寬度（以动量来量度）也小得多。不难看 
出：这 个条件耍得到滿足，只耑要在界限动量附近（亦即在費密球 
的表而附近)分布 《(P) 与 “阶跃 ”分布有一足够小的偏差就行了^ 
这是因为，由于泡利原理,只有处于分布函数的“过渡”区內的似粒 
子才能够碰撞，幷且由于散射的緣故，它們必然进入同一能区的空 
态中去。因此，碰撞儿率正比于“过渡”区的寬度 Ap 的平方。相应 
地，由于碰撞而引起的动 fi 不准度也必然正比于 （Ap ) 3 a 因此显 
然，对于足够小的 Ap 来讲，不准度不仪此御小得多，而且即使比 
△P 也小得多。 

因此:这一 1T 的方法只能适用于系統的这样的激 发态: 描述这 
种激发态的分布西数与“阶跃”分布函数不同，不同之点只在于在 ， 

I 

上限附近的一个小范園內发生畸变 P 特別是对于热动平衡分布来 
讲，只有足够低的溫度才能适用^在一級近似下，我們可 
以把 C6S. 4) 中的泛函 s 解釋为甶“阶跃”分布訐算出来的那个値^ 

在那种情形下，$变成动量値的一个完全确定的函数，因而 (68. 4) 
ffi 化为通常的費密分布函数 c 

因此，函数 4?) 只在费密球表面附近才具有直接的物理意义。 

在这里，它可以按 i? -伽的幂次展开，于是 

A8 = 8-fL^v 0 (p-po)f ( 68 . 5 ) 

式中 

= ^ - 

dp p»p* 

是动量等于界限动量値的似粒子的“速度' 在3想費密气体中， 
似粒子与实隙粒子完全相同，对于这种情形，类似 

地，对于费密液体，我們可以3[入一个 S 
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<ea 6> 

而把这个量称为似粒子的有效质量①。 * 

这个设特別是可以用来确定費密液体布低溫下的比热。很容 
具 看出： 比热由与气体情形相同的公式 （57. 6) 所給出，而只要把所 
換成这是 倒为： 用分布函数来表示熵的式子 （68. 3)，对于气 
体和对于液是相同的，如像分布函数和 s 之間的关系那样;幷且 
对于計低溫下的积分(册, 3) 来讲，只有在 抖附近 的动量是重要 
的。 

由于分布函数微小地偏离阶跃分布圉数而引起似粒子能量的 
改变,我們用 U 来代表。它必然具有綫性泛函的 形式： 

£«(p) =|/(p, (68-7) 

函数 /( P , P ) 是五的二阶泛函微商，因而对于变量 P 和 P 是对称 
的。它在費密液体的理論中起着重要的作用。（在理想气体近似 
下，我們必須令 f = 0 J 

一般来讲，函数/不仅依賴于动畺，而且还依賴于自旋。如果 
基本分布》是各向同性的，那 末一般 来讲，函数/包含形状为 

的項^特別是似粒子之間的交換作用引起肜状为 
?( P , P')W 的項。 

但是为了簡单起見，我們在下面 假設: 菡数/不依賴于自旋。 
如果沒有外場作用到液体上，那末它的每单位体积的动哥就 
等于质量输运的密度；这是伽利略相对性原理的直接結論。似粒 

子的速度为因此似粒子通量由积分 


①应当 注意： 由 ft 密型能譜不能得出超流动性的現象。在567的論证中，現 
在必須用来代替不等式 (67+2) 因而对于任舛 r 都能滿足， 
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所給出。尚为液体中的似粒子数就等于实际粒子数，所以耍求出 
似粒子的质量淨輸运，显然只需要把似粒子数的輸运乘以实耘粒 
子的质置因此，我們求出下列等式： 


pn dt 


d T . 

3p 


( 68 . 8 ) 


把 (6 S . S ) 式的两端进行变分,幷应用 ( G 8. 7)， 我們得到 

| dt dt f - 


p&n dtt 


^ ndt-\rm 


[98 

dr~m^ /(p, dr dr 


(在右边的第二个积分中，我們对調了积分变量，幷进行了分部积 
分。）因为如是任意的，所以得出 


备 = lf '’盡办' 啤 9) 

現在我們把这个关系式应用于費密分布边緣附近的动最。同 
时，我們在右边把分布面数換为“阶跃”菡数。千是能量8是动量 

的函数,这个函数我們可以用 （68. 5) 式来表示，因而微商 i 基本 

上是一个 S 函数： 


鸯 = 十(„)， 


这就使得我們可以把 (6 & 9) 中的积分相对于动量的絕对値来进行: 


ffdn’ 2p r2 dp f do t 
} J dp f ( 2 nhY 




在函数 /( AP 1 ) 中，两个宗量取相等絕对的値，因为/事实上只依 
賴于 Po 和 Pt ! 之間的角度^把这个結果代入 (68. 9) 中的积分，把 
两踹乘以 P 。， 然后除以祐，我們就求出粒子的实际质量和似粒子的 
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有效质量之間的关系式如下： 

⑽ 10 ) 

段后,我們来計算費密液体（在絕对零度下）的压縮系数，这也 
就相当于計算它的声速，因为声速等于压縮系数的平方根 ® 。液 

体的密度为，因而声速的平方为 

2 一 3P — F 2 2P 
U < mA r ) mN W 

(当？ ' = 0 时， S 也=0,所以沒有必要去区分等溫压縮系数和絕热 
压縮系数 J 为了計算这个微商，把它用化学势的微商来表示更方 

便些。因为后*只通过比値 | 而依賴于 W 和 F， 所以我 們有： 

V V 2 9P 

9N N 9V 妒 9V 

(当 r = 常数时，因此 

w 2 =—(68.11) 
m2N 

因为(种 )= s。， 所以肉于粒子总数的改变 SJV 所弓I起的 p 
的改变纟并为 

4=卜7^十蒙_ (68. 12) 

第二項是由于粒子总数的改变同时也就引起界限动量値的改变的 
緣故： 8# 和郎。 之間的关 系为： 

2^7rpUp Q V " t 


① 但是应当 注意： 实际上，如果溫度严格地等于宰，那末任何通常的声苷都不 
能徉突密眩体中佴描 7 因为它的粘澉度闽宥 J 1 — 0而无限制地增加。 
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因为以 只在时才 M 著地不等于 Oi 所以在訏算(6& 12) 
中的积分时，可以笱庥： 

f 

把这个結果代入 (68, 12)，幷由# = #的关系式引入我們就 

c^po 7tl 

求出 

^ I [ 版 】 （Mr 

a^ _ 47r7j J ^ Birpom^r 

最后,我們从 (68.10) 把，代入，幷乘以 

N^2^7rp s o V 
m — 3(2“) 3 

就铪出 

‘ 嘉♦卜 ° 一 ^ ⑽- 13 ) 

的結果。 

如果函数/依賴于两个粒子的自旋，那末 (68.10) 和 (68.13) 
两式中的积分前的因了 -4 就应当改为对两个自旋变量求迹。 

§69 - 固体电介质的电子能譜① 

关于元激发的槪念，对于描述固体輛电子能譜来讲，也同样是 
必須的。固体中各个原子的电子壳层彼此强烈地相互作用着，由 
于这个緣故，已經不能再討論单个原子的能級，而只能討論全部原 
子电子壳层的集合的整体能級。在討論固体的电子能譜时，我們 
把所有的原子按看作是靜止的幷位于它們的平衡位置上——晶格 
的格点上。 

①近年苯关于金屬的电 子能蹐 問題官孭大的发展。因为在这里不可能把这些 
发展铈包栝进丰，所以在这一版中把达个問羈全部略去。 
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备种不同类型固体的电子能譜的性质是备不相同的> 我們首 
先来硏究非順磁性的电介质晶体（首先硏究这个問題的是弗偷克 
^(^ peHKeJii ,, 1931)%它的基本特点 在于： 第一个激发能級与基 

态能級相隔的距离是有限的；換句話說，在基态能級和激发 态能譜 
之間存在着一个“ 能隙' 这个能隙（在通常的4介质中是几个电 
子伏特的数量級)的存在使得热力学量的"电子部分成为指数型 

s 

的小盘（正此于其中 A 是能隙的寬度 X 

在所考虑的能譜中的元激发显然可以用单个原子的激发态来 
描述，但是，絕不能认为这单个原子的激发态是.屬于某个确定的原 
子的;它是“共有 化的％ 幷以“激发波”的形式在晶体中傳播着，就 
像从一个原子跳到另一个原子一样。像其它的情0—样，这种元 
激发也可以看成是“粒子”，在这种情形下称为激子，它具有一定的 

•f\^^~ m u n u m rn n 

能量和准动量。也像任何可以一个一个出現的元激发一样，激子 
具有整数的动量矩幷遵循坡色統訃。 * 

在准动量 P 的給定値下激子的能量可以取一系列不連續的不 
同値，我們把这些値用角标&来进行編号，就可以把激子的能量 
写成形式如 ( P )。 我們知道,准动 fi 的諸分貴在有限閧瞞 C 65- 7) 內 
取一系列連續的値。因此对于每一个《来讲，菡数〜 (p) 所給出 
的是激子能量値的一个 f ( 带”；不同的能带可以部分地彼此重叠。 
函数 h ( P ) 的最小可能値，即激子的最小可能能量，是不等于零的， 
这一点巳在上面指出。 

P 

在电介质中除了激子以外，还可以存在另一种类型的元激发。 
可以把它們看成是由于单个原子电离的結果所产生的。每一个这 
样的电离都使得电介质屮出現两个独立地傳播着的“粒子”一电 


* 輝者注： J. Frenfeelj Ph^ Eev., 37 ? 17, 4ES\ 1273(1931 )。 
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子和“空穴”。空穴就是在原子中“缺少”一个电子，因此它的行为 
就像一个带正电荷的粒子一样。应当着重 指出： 在讲到电子和空 
穴在晶体中的运动时，实际上我們指的自然是电介质电子的某种 
“共有化的”激发态，这些激发态（与激子状态相反）伴随着負的或 
正的元电荷.的迁移。 

电子和空穴具有半整数的自旋，因而遵 循費密 統計。但是这 
幷不意 味着： 电介质的电子-空穴的能譜具有§68中所描述的费 
密型辭的性质。 費密型 譜的特征在于存在着费密界限动量値列; 
伹是在这里所考虑的情形下根本不存在任何类似的量，幷且冏时 
出現的电子和空穴可以具有完全任意的遥动量^ 

电子和空穴按照庫侖定律彼跑相互作用着。大家知道，按照 
庫侖定律相互吸引的粒子其能 a 本征疸譜由一系列不連續的負能 
辍构成,这些負能級愈接近零能級就愈趋紧密,在零能級以上开始 
正能辍的連續譜;前者对应于粒子的有限运动,后者对应于粒子的 
无限 运动。 在这里所考虑的情形7，不述續的能紙对应于激子型 
的元激发(“束縛的”电孑和空穴)，而連續的能級对应于电子-空穴 
型的元激发 （0 由的电子和空穴)。因此我們可 以說： （在給定的准 
动量値下）激子能量的可能値形成一个不連續的序列，这个序列随 
着能量的增加而漸趋紧密，最后过渡到能量値的一个連續序列，这 
个連續序列相当干自由运动的电子和空穴。 

在所有这些考虑中，我們都是把电子能譜与原子核的运动割 
裂开 来的： 原子核被假設为固定在晶格的格点上。但是这絕非总 
~正确的。电子和晶格振动之間的相互作用可以如此之强，以萆 
¥上面所提出的分析方法成为不可能。在电介质中，电子同晶格 
振动的相互作用，使得在电子的位置附近的晶格产生形变。 fl 然, 
这样对电子的运动是有很大影响的 a (—个电子同它所引起的晶 
格谚突一起，称为一个极化子；这个槪念是由彼卡尔 （ n ? K 邛 ） 亍 
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§ 70 . 負溫度 

現在我 r 来考虑由于屯介质的順磁性所引起的某些特殊現 
象。順磁性电介质的特征是：它們的 原子的 动量矩(同它們的磁矩 
一起）的取向是多少有些自由的。由于这些动量矩之間的相互作 
用（交換相互作用或磁相互作用，取决于它們距离的远近)，引起一 
个新 的“磁 ”能譜的出現，香加在正常的电介质能譜上。 

显然，这一能譜全部位于有限的能量間隔內——这个能量間 
隔与物体中所冇原子（这些原子彼此問以一定距离位于晶格的格 
点上）磁矩的相互作用能 m 同数量級；屬于一个原子的这种能最可 
以从十分之几度到几百度，在这一方而，磁能譜与通常的能譜有 
很大的 区別： 通常的能譜由于粒子动能的存在可以一直扩展到任 
意大的能觉値。 

由于这个特点，我們可以考虑这样的溫度范圍：在这个溫度范 
圍內行 1 比所有可允許的能量値(屬于一个原子的）都大得多。这 
时与能譜中硪能譜部分有关的自由能可以完全类似于 S 32中 
所做的那样来計订。 

設^ * 是相互作用磁矩系統的能級。于是我們所威兴趣的配 
分函数为： 

在这里也像在§32中一样， 虽然 ^这个量一般来讲幷不很 
小，但是可以形式上按它的幂次展开成級数，因为在取对数后就是 

^ 譯者著： C, H,IleKap, 16 t 341(1946 )； HccAedosamR no 9JteKmpon- 

Teopuu KpucmaMoe (rocTesH3saT, 1931) ， 第 3 章。 
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按〜这个很小的量展开的，其中 W 是原子数。在所考虑的能 

譜中的能級总数自然也就等于原子磁矩取向的所有可能組公数; 
因此,如果所葙的磁矩是相同的，那末能級总数就是其中 g 是 
一 个单独的磁矩相对于晶格的可能取向数。我們用宇母上的一划 
来代表簡单的算术平均値，就可以把改写成形式 

Zm = ’(^ -去瓦+ 2 ( kT )^ y 

最盾，取对数幷再以同样的精确度展开成級数，我們就得到自 
由能的表达式如下： 


开故 kTlnZ ^ A^Tln g -\- E n ^ hT^ n 

- E n )\ 


(70.1) 

由此得出熵 


m lng- 

(70.2) 

能量 



(70. 3) 

和比热 


— E ^). 

(70. 4) 


我們把固定在格点上，彼此相互作用的原子矩的集合考虑为 
一 个孤立系統,而不考虑它冏晶格振动的相互作用，这种相互作用 
通常是非常微弱的。公式 （70. 1— 4) 所确定的就是这个系統在高 
溫下的热力学量。 

在 H0 中曾經证明溫度应当是正的，这个证明的基础是系統 
相对于共中发生內部宏观运动的稳定性条件。但是我們在这里所 
考虑的原子矩系統按其本身的性质来說是根本不可能作宏观运动 
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的，因此上述考虑对您不能适用。以吉布斯分布的归一化条件为 
基础的证明 （§ 洲)也不能适用 —— 因为在这里所考虑的情形下, 


系統只具有有限数目的有限能級，所以 B —化和式在任何溫度: T 


下都是收斂的。 

因此，我們得到了一个奇妙的 結論： 相互作用硪矩系統旣可 
以其有正的溫度，也可以具有負的溫度我們来妍究系統处在 
不同溫度下的性质 5 

当溫度 T=0 时，系統处于它的最低的最子态，而它的熵等于 


零。系統的能量筘熵随着溫度的升髙而单調地增长。当 
时，能量等于見，而熵达到极大値 WHng; 这些値对应于按系統 
的所有量子态的等儿率分布，吉布斯分布在; T 一^ o 时就过渡到这 


种分布。 

溫度^与溫度+«=在物理上是恒 等的； 达两个溫 
度对系統給岀相同的分布和相同的热力学量値。系統能量的继續 
增加相当于溫度从 - a 继績升髙， 

但是因为溫度是負的，所以按絕对直 
来讲是臧小了 3 这时熵单調地下降 
(图 9) 气最后，当 T — G 时，能量达 
到了它的最大値，而熵重新变成0;这 
时系統处于它的最高的量子态。 图 



7"-+0 




由肫可兒，負溫度的区域幷不位于“絕对零度之下”，而是位于 


“无限大溫度之I'在这种奩义下可以說：負溫度比正溫 度“更 

n 

高' 与这种論断一致的是这样一个 事实： 当異存負溫度的系統同 
具布正溫度的系統(具有晶格振动）相互作用时,能量一定是从第 


① 上述見解是由 I 朗遵提出的。 

② 曲綫在其极大値点附迓是对称的，但是在远离这、点的地方，一胶 
来讲不一定是对称的 a 
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一 个系統轉移到第二个系統中去的，这一点可以用在§9中用来 
妍究溫度 不同的 物体之間的能量交換的那种方法来证实。 

負溫度状态可以在晶体的諸原子核碰矩所构成的順磁系統中 
具体实現，只要在这种晶体巾核自旋相互作用的弛豫时間匕比自 
旋和晶格之問相互怍用的弛 m 时間 h 小得多 ( E . M , Purcall , R . 
V . Pound , 1951)%設晶体在强磁場+受到 磁化; 然后把硪場方向 
如此迅速地反过来，以使得旋“来不及”随着反向。这样就使得 
系統停留在一个非平衡状态，艽能量显然髙于龙經过数量級为 
的时間，它达到一个具有闻样能量的平衡状态。如果随后以絕 
热的方式把磁場移去，就使得系統所停留的状态显然是一个具有 
負溫度的平衡状态。更进一步在 Q 旋系統和晶格之間的能量交 
換(以及它們的溫度变为相等）所經历的时間是的数量級。 


譯者注： E. M. Purcell, R.Y. Pound, Phya. Rev., Si, 279 ： 1951) 0 
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ST 1. 气体对理想性的偏离 

在极大多数的場合下，理想气体的物态方程可以足够精确地 
应用于实际气体。但是，达种近似有肘还是不够的，因此就有必要 
考虑到实际气体对理想气体的偏离，这种偏离是由于构成气体的 
分子間的相互作用而产生的。 

在这黾我們就是要考虑这一点，但是认为气体还是足够稀薄 
的,以致于可以忽略掉分子的三重、I四重等多重碰撞，而假定分子 
間的相互作用只以成对碰撞的方式来实現。 

为了书写公式簡单起見，我們首先来考虑单原子的实际气体。 
它的粒子的运动可以經典地来考虑，所以它的能量可以写成形式 

Eip, = + ( 71 ， 1 ) 

其中第一項是 JV 个气体原于的动能，而 C7 是它們彼此間的相互作 
用能。在单原子气体中， CJ 只是原子間的相对距离的函数。配分 

函数 e 0以分解成对原子动量的积分和对庳子坐标的 

4 

积分的乘积。后者具有形式 

±dY a* • a dV 

I 

式中对每一个的积分都是遍及气体所占据的整 
个体积7来进行的。对于理想气体来讲， f/-o, 因而这个积分就 

a 

等于 F"。 因此很 明显： 按照普遍公式 (31. 5) 来計算 S 由能时我們 
得到： 
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F = F m% -W lnij ■ * e ^ dV ^^ dV Sy (7 L 2) 

I _ 

式中 F as 是 理想七 体的自由能。 

在被积式中加上1又戚去1，幷考虑到尸，我們 

1 

就可以把公式 （71. 2) 改写成形式 

— 奋 j"j(r 最一 DWr" 叹灰 + i } (71. 3) 

为了进行以后的計算，我們利用下述形式的方法。我們 假設： 

a 

气体不仅是足够地稀薄，而且它的量是足够地少，以致于可以认为 
在气体中不会有一对以上的原子同时发生碰撞。这样的假設一点 
也不舍影响所得商的公式的普遍性，因为由于自由能的可加性早 

就知道它应該具有形式(参看 S 24), 所以对千少量 

气体所推导出来的公式自动地也适用于任何数量的气体。 

两个原子只有当彼此靠得很近时，也就是說实际上已經发生 

踫揎时，它們之間的相互作用才不是很小的 P 因此只有当不論哪 

两个原子彼此靠得很近的情形下，公式 （7 L 3) 中的被积式才显著 

地不等于零 ^ 根据上面所作的假設， f 能有一对以上的原子同时 

滿足这个条件，幷且从及个原子中选出一对原子可以有 

■ 

种方式^由于这个綠故， (71. 3) 中的积分可以改写成形式 

… j ( ，媒 - 1 wtv " dv^ 

式中是两个原子的相互作用能，因而只依賴于商个原子的坐 
标（由于原子的全等性，究竟是哪两个原子无关重耍 ) Q 因而对于 
其余所有的坐标就可以进行积分，这样就铪出 r 〃_ a 。 此外， 
汊一 1) 当然可以用来代替，因为 I 是一个很大的 数目； 把 
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所得到的表达式代入 （71, 3) 以代替共中的积分，幷利用 
= 4 当 a ;« i 时) r 我們有①： 

式中 dV . dV ^ 是两个原子的艰梂微分的乘积。 

诅是只是两个原+間的相对距离 的函数 ，也就是說，只是 
它們的 坐标之差的函数^因此，如果引用它們的质心坐标和它們 
的相对姬标来代替毎个原子的坐标，那末 U 12 只依賴子它們的相 
对坐标（我用来代表它們的微分的乘积)。所以可以对质心 
坐标进行积分,这徉依旧給出体积因此最后我們 得到： . 

F = F 9 ^ N ^ B <- T \ (7 L 4) 

式中 

(71.5) 

由此我們求得压强 P =~ 

(7 L 6) 

(因为 一 这就是在我們所考虑的近似下气 
体的物态方程。 ' 

我們知道 (S 15), 当外界条件或物体性质有微小的改变时，恒 
定体积下所发生的自由能的改变和恒 定座强 下所发生的热力势的 
改变彼此相等。 

①在下面我捫将看到：在公式 （7 L 3) 中对数号下的 第二項 正比干此我們 

所进行的 M 开正好符合以前所作_定：不仅飞体茁度锒小，而且气体的数置 
c?n 也不太。 
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如果把气体对理想性的偏离看作是这样一种改变，那末我們 
就可以从 （7 L 4) 直接得到为此，只需荽根据克拉泊龙方程把 
(7 L 4) 的修正項中的体积用座强来表示： 

中=中!^. + Y 及 P . (7 L 7) 

由此可以用压强来表示体积€ ——譯者注>: 

v = ^ -七 NB - (7 L 8) 

以上所述全部是对于单原子气体来讲的。但是，很容易 看出： 
同样的公式对于多原子气体也仍然是有效的。在多原子气体的情 
形下，分子彼此間的相互作用势能不仅依賴于它們之間的相对距 
离，而且还依賴于它們的相对取向。如果一几乎总是如此——分 
子的轉动可以經典地来考虑，那末可以說，仏 2 是分子质心坐标和 
某种轉动坐标(角度）的函数，这种轉动坐标确定分子在空問中的 
取向。很容易理解， S 与单原子气体情形的全部差別可以归 結为： 
現在 ^ iF a 必須理解为分子的所有上列坐标的徵分乘积。但是轉动 

坐标总是可以如此选擇，以使得积分仍旧等子气体的体积 

I 7 。这是因为，对质心坐标的积分給出的就是体积厂，而对角度的积 
分铪出某个常数，但是角度总是可以归一化，以使得这个常数等于 
一。因此在这一节中所推导出来的全部公式对于多原子气体来說 
保持着同样的形式,其差別只 在于: 在 （7 L 5) 中的微分乘积狀中， 
現在不仅包含有确定两个分子間的相对距离的坐标的微分，而且 
还包含它們的相对取向的坐标的微分®。 

当然，所得到的全部公式只有在积分（71. 5) 收敍的条件下才 
有意义。荽滿足这个条件，必須在任何情形下 都有： 分子間的相 

3) 如果气体的粒子其有自旋，那末 函数; 7以的形式一般来讲还依賴千自旋的 
方向。 在这种倌形下，对 dr 的积分还包括对自旋方向的求和， 
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互作用力随着距离增加而足够迅速地下降。如果在很大的距离下 
按〜 的幂次規律而下降，那末必須有以>3®。 

如果这个条件不能 滿足， 那末由 
相同粒子所构成的气体根本不可能作 
为均勻物体而存在。在这种情形下， 

物质的每一部分所受到的来 Q 气体中 
离它很远部分的作用力也都是很太 
的。因此离开气体所占体积的边界很 
近和很远的部分所处的条件将大不相 
同， 由十 这个緣故气体的均匀性也就 
被破坏了。 

对于单原子气体来說，函数 G / r ) 具有如图10所示的 形式； 
橫坐标代表原子間的距离％当距离很小时，随着距离的咸小 
而增加,这相当子原子間的斥力；大約从曲綫与横坐榇軸相交的地 
方开始，尚綫陡峭地上升，以致仏 3 很快地就变得非常大，这相当 
于原子的相互“不可穿透性”（根据这一理由，鉅离 r 。 有时称为原 
子的“半徑”)。当距离很大时， f / 15! 緩慢地增加，漸近地趋近干零。 
随着距离的增加而增加相当于原子的相互吸引^ 的极小 

点，即微商^等于零的点是一个“稳:定”平衡的点。同时能量在 

ar 

这一点的絕对値^通常是不大的与該物质的临界溫度同一数 
量 級)， 



①对于所有的原沪 H 体或分子气体来說，这个条伴总是滿足的——电中性的厣 
子或分子（包括偁霣子的原子或分子在內）之間的相互作用力在对粒 T 的相对取向进 

4 i 平均以后,在很大的距离下按的規律 Y 降 t 备翟本教程第二卷“&子力学' 


» 
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在多 原子气 体的情形下,相互作用能具有类似的性质，虽然它 
已經不可能表示为图10所示曲綫的形式，因为它是一个多变量的 
函数。 

关于函数的性质的这些知識，足够用乘确定在高溫和低 
溫两种极限情形下 SO 1 ) 的符^在高溫 （W>?7o) 下，在 r>2r 0 

的整个区域內我們有因而在 SCHCFl. 印中的被积式接 

近十零。因此积分値基本上取决于 r<2r。 的区域，在这个区域內 

^是芷的而旦很大;所以,在达个区域內被积式是正的，因而整个 

积分也是正的。由此可見，在高溫下是正的。 

相反地，在低溫下，在积分中起主要作用的是 r>2r 0 

的区域，在这个区域內 f 現在是負的而旦按絕对値讲很大。因 

此在足够低的溫度下 BCT ) 应談是負的，幷且 SCO 对溫度的依賴 

-JZl 

关系基本上取決子指数闽子 -e M。 

因为 SCO 在高溫下是正的而在低溫下是負的,所以它应該在 
某个溫度下通过零値。 

最后，我們来考虑在非理杈气体屮发生的焦耳-湯姆孙过程。 

I 

在这个过程中溫度的改变决定于微商 

(ia=iKf) P -] 

(参看 （IS. 2))。对于理想气体来說，肖然，达个微商等子0。对于 
具有物态方程 (71. S) 的气体来說，我們 得到： 

(§)A(^ hH 气 1 

类似于对于 5CT) 所作的討論那样，不难 证明： 在高溫下应該有 
<0,也就是說，在焦耳 - 湯姆孙过程中，气体从較高的压 




§72, 按密変的幕次的展开式 


扪 9 


强过渡到較低的压强时使得气体的溫度升高。而在低溫下， 
>0? 也就是說气体的溫度随着压强的戚小而降低。所以， 

对于每种气体来說，在一定的溫度>,焦耳-湯姆孙效应应該反号 
(称为該效应的反轉点^ 

习 題 

1- 若气体粒+按照的規律相互排斥，試求該气体的 

解在 (71.5) 中把笱成 dV = 4 ^ dr , 幷对办 进行分部积分(积分限 
从0到 *); 然 fTf 用= $代入，积分就化为 r - 函数，因而 得到： 

a 在溫度和化学势的铪定値下，假如气体是如此稀薄，以致可以认为 
是理想气体时，它所具有的压强称为气体的揮发度。試求美有热力势 
(71. 7) 的气体的揮发度。 

解气体的化学势为由 （42.6) 求 出）： 

/i- n^^BP = kT In P+;t (7) + BP. 

按照探发度的定义，令它等于表达式 fcrhiI ^ + x ( T )， 我們得到（具有与 
(7 L 7) 式同样的精确 度）： 


§ 72 . 按密度的 W 次的展开式 


在上节中所得到的物态方程 (71. 6) 实质上是压强按+的幂次 


的展开式中的头 两項: 




N¥T 

^ T " 


1 f ^b(t) mm 七… 

丄 I -r-r -rrQi i 


V 


F 2 


(72.1) 


展开式的第一項相当于理想气体:也就是說，相当于分 f 間+存在 




280 


第七章非理想气体 


相互作用。第二項是在考虑到分子的成对的相互作用时得到的， 
而产生以后各項的必是三个、铒个等多个分子的相互作用 

展并式 (72.1) 中的系数尽 C ?， …称为第二、第三、…維里系数。 
为了确定这些量，不从計算自由能着手而从計算热力势 II 着手較 
为方便 & 我們仍旧考虑单原子气体，幷从适用于相同粒子所构成 
的气体的普遍公式 (35. 5) 出发，就 得到： 

一 ft— w 1 

e dT y . (72, 2) 

N=0 iy v J 

我們引入因子 i 后，积分就簡单地逼及粒子系統的整个 

相空間来进行了（参看 (3 L 7 )} d 

在对 iV 求和的依次各項中，能量 £ i V ( j 3, g ) 具 有如下的形式 。当 
晨二 0时， 当然私 当 A ~1 时，它就是一个原子的 动能: 



当 A = 2 时，它由两个原子的动能以及它們的相互作用能叠加而 
成： 

A T 3 ( P ， 2 ) = 2 益 + 

fl ="1 

类似地， 


起 s ( P ， 这)口 '21 

a = J 

r 

式中是三个康子的相互作用能（一般来讲， 它不能 归結为 
f7 ]2 + C^+^ 之和），余类推， 

①一个分子的“体积》叫对一个分 户在 气体中 所卩, 的体积 g 之比_是一个很 
小的无开式实际上躭是按这个爹 貴来蔑 开的。 
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把这些表达式代入 （72. 2)，幷引进符号 


^^5 _ _ 


3 




e 


Swiaf 


d HSf A 


(72, 3) 


在以后我們将看到:这个表达式不是別的，而就是 




mm 


kT ' 


式中 iVr . 是理想气体在給定的 T 和7下的压强。我們 得到: 


—&T In I HfT 7 十 


e 

2 !. 


_ I 7” 

;e 奶 dVidl \ + 


e AT dV!dV^dV 

I 

u 也 r ; ia 3 , …中的毎一个都只是原子間相对距离的 函数； 因此，引用 
原 f 的相对坐标 C 眷如說，相对于第一个原子的坐标)，我們就可以 
把这些积分的重数都降低一次，冏时都多出一个因子 r : 


n 


py 


JcT in 


1 十的 


I A 

J 


c 叫 TVf 


ev ^ 

3 f . 


17 it * 


e ^dV 


爲 + 


最后，把这个表达式按 f 的幂次展开;所得到的辍数可以表示成形 
式 


F^=hT 


穿 ’ 


C 72 - 4) 


式中 




e 


■辤 


】）化， 


Mf 


tji ” 


Mu 


v 


,?7 *a 


(72. 5) 


e Jtr ki- s }ct^ & ^^ 2 ) dV ^ dY 3 


等等。积分 A 矸以按照 F 述的很明显的規律来 建立： K 有 在枝个 
原子彼此很接近时，也就是在 A 个原子相互碰擂时，八中的被积 
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式才显著地不等于0。 

把 (72. 4) 式:对 P 进行微分，我們就得到气体屮的粒 下数， 因为 




/3D\ 

\ d ^/ T^v 


-F 



注 意到: 按廂定义 （72. 3), |^ = |，我們 得到: 






(72. 6) 


C 72^ 4) 和 （71 6) 这两个方程式以参量形式（桊量为 O 确定了 
P, V 和 r 之問的联系，即确定了 1体的物态方程。 从这两 个方稈 
式中消去6就得到級数形式 （72, 1) 的物态力程，其中的項数可以 
根据我們的顔望来决定 


S 73. 范德瓦耳斯公式 

在气体中分子間的相互作用是非常微弱的。随着这神相互作 
用的增加，气体的性质对理想气体性质的偏离也就愈来愈大，最后 
气体轉变成凝聚体——液体。在液体中分 f 間的相互作用是很大 
的，幷且这种相互作用的性质(从而以及液体的性质)强烈地依賴 
于液体的具体类型。由〒这神原因，正如以前所指出的，要建立起 
任何能够定量地描述液体性质的普遍公式是不可能的。 

但是，可以找到某种內插公式，定性地描述液体和气体之間的 

①在一缺近似下，尸从而軋在二极近似下， 

/^叫 1+ 会 ) ， WHi+AO; 

从这两个等式屮洧去 K 在同样的楮确度 T ) 我們得到： 

D NkT ^kT T 

p = - r ^ 一細 - 

达同 （ Tl + (5) 是一致的。 



5 T 3. 范徳瓦耳斯公式 


过渡 情形。 这个公式在两种极限情形下应該給出正确的結果。对 
于稀薄气体柬讲，这个公忒扳該过渡到适用于理想气体的公式 p 
随若密度的增加，气体趋近于液体;这时这个公式应該考虑到物质 
压縮系数的有限性。于是这样的公式也将定性地描述气体在中間 
区域內的行为。 

力丁推好这样的公忒，我們更詳細地来硏究气体在髙溫下对 
理想气体的偏离。像前两节一样，我們首先考虑单原子气体;根据 

I 

与以前相同的理由，所得到的全部公式也同样适用于多原子气体。 

在5 7[中所描述的气体原子之間相互作用的性质〔图10\使 
我們能够确定方 CO 按溫度倒数幂次的展开式中头几項的形式；同 

时我們将认为此値 g 很小： 


鲁 《1 ‘ （73」> 

注意到巧 2 A 是原子間的距离 r 的函数，在 （71. 5) 的枳分中 
我們可以把写成 rfF = 47^ 2 办。把对办进行积分的区域分成 
两部分，我們写出： 

JW —47r I (L — e+4?r | (1 —e ^)r 2 dr. 

0 ^ r _ 

伹是当 r 的値在 0 和 2 r。 之間时，势能 /7 i2 —般来讲是非常大的。 

因此在第一个积分中，这个量同1比較起来可以忽略不計。 
+是这个积分变成26,共屮 



如果把 o 看成是原子的“半徑”，那末&就是它的“体积”的四倍 
(当然，对于凄原子气体来說，常数&幷小 1— 定等于分子"体积”的 
四倍)。 
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在第二个积分中，厂 12 的絕对値在任何地方都不大于 t / 0 
(图10)。因此在这个积分中一^总是比丨小 得多; 甚至于当 u t2 = 

聲 

=一％时，也还是有^ T « U 因此叶以把按胃？的幂次展 
开成級数，而只保留展开式的头两項。子是第二十积分就变成等 

于 H ^ i ^ dr Q 因为在整个积分区域內巧 3 是負的，所以整个 

积分也是負的；我們把它写成- | p ■的形式，其中 a 是一个正的常 
数， 

因此，我們 求得： 

朗4一1 ( 7 又 2 ) 

把它代入 （71. 4 )， 我們 就求比气体自由能的形式为 

(73.3) 

再把它代入 (71. 7), 我們汞得热力势为： 

^=^ m ^ Np ( b-^y (73.4) 

■ 

所求的内插公式可以从公式 (73. 3) 求得，公式 （73. 3) 本身幷 
不滿足上面所要求的条件，因为它幷沒有考虑到气体压縮系数的 
有限性 D 我們把的表达式（42.4> 代入（73.3)。于是我們得 
到： 

F^Nf(T)-NhT ( 73 . 6 ) 

在推导气体 fi 由能的公式 C 71. 4) 时,我們的假 設是: 气体虽然不够 
浠薄到可以认为是理想气体，但是毕竟还具有足够大的体积(双致 
可以忽略掉三个及其以上的分子的碰撞），也铢是說分子間的距离 



1 范德瓦耳斯公式 


2 爷 


比分子的綫度一般来讲要太得多。可以說，气体的体积 F 在任何情 
形下都比 A 3 大得多。因此再利用 ln(i + d 兰玖当 

r 


时)，我們求得: 


In iV — Nb) =ln V" + in(l —孕 )=La F 


所以 ，（73.5) 可以写成形式 


N^a 


Nf(T)- NkT Nb) - 


理想一 NkT ln(l — 爭 )— 争 . （ 73, 6) 

在这样的形式下，这个公式滿足上面所提出的条件，闵为当 F 
很大时，它过渡到理想气体的 fl 由能公式，而当 F 很小时，它显示 
出气体是不能无限制地压綰的（当时，对数的宗量变成負 
的了)。 

知道了自由能 ，就 可以确定气体的压 强：. 

9F N¥T A'^a 
r= ~W = V^Nb^'V^ 


或 

(P+ 警 )(n& 卜腑 ‘ . (73. 7) 

这就是我們所求的实际气体物态的內插方程。它称为范德瓦耳斯 

衣辱 c 

_当然，范德瓦耳斯公式仅仅是滿足上面所提出的要求的无数 
个可能的內插公式中的一个，而要从其中选擇一个是沒有任何物 
理根据的。范德瓦耳斯公式只是最簡单的和最方便的一个而已®。 

①在具体应用这个公式时，常数 a 和&的値必劫这样来选擇，以使得公忒阂实 
驗符合得最好 5 这时常 & &巳锂相不能汄为 是“分 孓体积”的四倍了，一即使是在单 
原子气 体的情形下。 


286 第 L : 章 非 J 5 H 思气体 

■ ■ ■ I ■■ - ■■■■■ -- ,,, 

M (73. fO 可以求得气体 的熵： 

孕)， （73.8) 

然后求得气体的能量 E ^ F + TS ： 

職-宇 (73,9) 

由此可以看 m : 范德瓦耳斯气休的比热同理想气体的 

比热是一致的，它 _ R 与溫度冇关，特别是，它 nj ‘以是常数。而比热 
則很容易证明（参看习題 I )不仅依賴于溫度，而且还依賴于体 
积，因而不付能归結为常数。 

(73. 9) 中的第二項相当于气休分 T 的祁互作 用能； 它 S 然是 
負的，因为分子間的力平均来讲是吸力 3 

I 


习 題 

1- 試求由范徳瓦耳斯公式听描述的昨砰想气体的％ —仏.。 
解借助于公甙 C 16.10) 和范德瓦耳斯方程 7 我們 求掙： 


o P - c ,^ 


Nk 


1-:( T ， 一輝 


1 試求具有常数比热的范徳瓦耳斯气体的耜热过程的方样式 0 
5? 把“想 tiVfcliaF + A^liL 3 (賓略掉无关紧耍的常数）代人 （7 3 .S)， 
幷令&筇于常数，我們求得关系式 

( v — Nbyrva = 

它与理想气;体的相应的方程式的差別在于以 p—Nb 代替_/ p 、 

3. 试求这种气体膨腽到眞空中上（从沣积嘭 M 到体积 f 2 ) 时溫度的 
改戋。 

^ 当膨版到眞空巾去时， 气体 的能量保持不变。因此从公式 (73,0) 
(其中 /^ ff = AT CuT ) 求得： 





完全电离的 H 体 
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§74,完全电离的气体 


在 S 71-73 中用来訃算非理想气体热力学 . ft 的方法，显然不 
适用于按庫侖定律相互作用的带电粒子所构成的气体，因为在达 
种情形 T ， 各公式中所包含的积分是发散的，冈此这样的气体需 
要作特殊的考虑。 

我們来硏究完全电离的气体。我們用来代表气体粒子的 

a 

电荷,其中角标《用来区別小同种类的离子 G 是元电荷，以是正、 
負整数）。其次，設〜。是气体单位体积內第《种离/_的数目。当 
然，气体整体地說是电中蚀的，即 


0. (74. 1) 


我們将 认为： 气体对理想性的偏离程度是很微弱的。为了保 
证这一点，在任何情形下都必須使得两个离子的平均庫侖相互作 

用能（〜其中 r 〜 是离子間的平均距离）比离子的平均 

r 

劫能（〜设)小得多。闪此，应該冇〔^) 3 /^«砂，或 



(74,2) 


为了計箅这种" X 体的热力学量，必須从确定由气体粒子的庫 
侖相互作用所引起的附加能量忍^(同理想气体的能量进行比較) 
着手①。从靜电学中火家 知道， 带电粒子系統的靜电相互作用能 
可以写成如下的 形式： 毎个电荷与其余所有电荷在該电荷所在点 
所产生的电势的乘积之和的一半。在这里所考虑的情形下， 


①这里所 M 述的方法是德犴和沐克耳 CI923 广用来叶算强电解质的热力学兹的 
方法 & 

- 譯者注 r R Debye, Kuck^l 7 Phy&, Z, 24, 185, 334(1923) & 
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(71 3) 


其 : ^ o9V t 

- a 

式中知是从其余电荷作用到第《种离子上的电势。我們以下述 
方式来計算这种电势。 

每个离子在其周圍产生某种(平均地来讲是球对 称的） 不均勻 
带电的“离子云' 換句話說，如果在气体中选擇某个离子幷考虑 
其余的离子相对于該离子的分布密度，那末这个密度只依賴于离 
中心的距离％我們用~来代表这个离子云中第 a 种离子的分 
布密度。每一个第《种离子在該給定离子周圍的电場中的势能是 
㈣ ， 其中^是这个电場的电势。因此根据玻耳茲曼公式 (38. G ), 
我 們有： 

n a — n a o® (74. 4) 

常系数被令为等于〜 c , 因为在离中心很远的地方（在那里 9^) 
离子云的密度应該变成气体中的平均离子密度。 


在离？云中电势<?与其中的电荷密度 〈等 于;由泊松 

a 

睁电方程联系着： 


Ay ~ — 4 tt£ 罗 1 ZaUg. (74. 5) 

n 

在我們所作的关于离子相互作用相对地微弱这一假定下，能 
量 e£ ; fl SP 比现小得多，因而公式 (74, 4) 可以近似地写成形式 





抑 <?o 一 


~ 


(74. 6> 


把这个表达式代入方程式(74.5)，幷注意到气体整体中性的 
条件 C 74. 1), 我們得到方程式 

Af — K 2 <p = 0 1 


式中引入了符号 


(74. 7) 



5 74, 完全电离的气体 
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(74 - 8) 

a 

K 这个量具有长度倒数的量辆。 

方程式 (74. T ) 的球对称解为 

常数 

在中心的直接邻近，电場应該变成該电荷(它的大小我們用办 e 来 

代表）的純粹的庫侖場。換句 話說， 在足够小的 r 下应該有 

■ 

9=—； 由此可以看出：必須令常数三辦，因此所求的电势分布由 

T 

下列公式 給出： 


^ = — . . (74 + 9) 

T 

由此也可以 看出： 在比 i 大得多的距离下，电場就变得非常小了。 
因此該离沪所产生的离子云的尺度可以看成是由长度也称为 

/C 

德拜-休克耳半徑)来确定的。当然,在这里所进行的全部計算中 
都是假定这个“半徑”此离子間的平均距离大得多的(显然,这个条 
#同条件 (74. 2) 是一致的)。 

当^很小时，可以把电势 (74.9) 展开成級数，我們求得 ： 

r 

省略掉的各項在 r = 0时变为 O a 第一項是該离子本身的庫侖場。 
而第二項显然是“离子云”中的所有其佘离子在該离子所在点所产 
生的电势；这也就是应該代入公式 (74. 3) 中去的那个量： 

g> a 二一 ez a K , 

因庇:，我們得到气体能量的“庫侖部分”的表达式 如下： 

‘=—吾 〆 多 小鼠石 sl 


J, ( 74 . m 
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引入气体中各种离子的总数爪我 們有： 

只，免 ' - (74. i . i ) 

由此可見，这个能垃反比于气体溫度的平方根和 气 体体积的平方 
根。 

把热力学关系式 if 进行积分，可以从戽_求出对 
自由能的相应的 增量： 

(74 12) 

(积分常数必須令为等于0,因为当 T 一 时庳該有 / = 由 

此得出压强 

n 

(74 - 13) 

热力势 O 也可以像在§ 71中那样从斤求得（也就是說把（74.12〉 
中的笫二項考虑为对的微小的修正 項)： 

中 ^«*_ 备 (-s|/(S_0 3 . (74 - ]4) 

关于上面所得到的这些公忒必須作如 F 述的解釋。虽然这些 

公式是在相互作用粒子的相对运动是准經典的假設下推导出来 

的，但是这些公式在(粒子速度足够大时)这种运动已經荒子化的 

情形下也仍然保持有效^其理 由是： 在私^中起主要作用的是相 

*1 

距較远的粒子。而相距較远的粒子的相对运动相当于它們的軌道 
动景矩的値很大，因而总是准經典的。 

, 最后，我們来討論这样的問題：在气体中的电子应該考虑为 
費密气体的情形下,，上面所得到的这箜公式应該怎样加以改变。 



^4. 完全电离的气体 




設如 (A) 是第 a 种粒子的密度作为它們的化学势的函数，这个函 
数是借助于坡耳茲曼分布或費密分布計算出来的。当冇外电場存 
在时，空問中的密度分布可以通过在这个阖数中用代 
替叫来得到，其中 Ao 是在？ = 0的地方的化学勢値。按 T 的幂 
次展开，我們得到代替关系式 (74. 6) 的近似等式 






(74-15) 


(对于坡耳茲曼气体，叫 cce#， 因而 (7i 


15) 就变成 (74 6))。用这 


个表达式来重复上面所进行的全部訏算,我們就得到常数 

^ a -47 re a V；^|^ f (71 10) 

以及气体粒了‘問的庫侖相互作用势能的表迖式 如下： 

. ^74.17) 

我們在这里写成？ 4*， 而不是像 （74 11) 中那样写成X#，这是因 
为在费密分布下，由于考虑了粒子間的相互作用，它們的平均动 
能也要改变，因此 (74. 17) 所給出的不再是对气体能量的总的附加 
修芷項。 


但是，不必預先計算出气体的总能最，可以直接从計算出 
所求的气体的自由能。为此应当 指出： 在所硏究的气体的哈密領 
函数忑(奶 q )-= K ( p ) +£7( ? )中，庫侖相互作用势能 t 7 Q ) 芷比于电 
荷的平方因此把 e 2 看作为一个参量，可以写出： 

r((7) - e ^(Ml 

把这个等式进行平均，幷应用公式 (15. 11)( 以 e 3 作为參量幻，我 
們 得到： 




m 匕章 :体 


式中^/]«是表达式（74.17)。由此进行簡单的积分卮，我們就得 
到： , 

^警 V 夢 (写 ；仏4 )( 尹帶/. (74 肩 

在这样的形式下，这个公式可以应用于任何統計法。 

应当 指出： 对于强簡幷化的电子气体来讲，微商比它在非 

簡幷化气体中的値要小得多。因此，特別是，鲔幷化电子气 

体的存在在一級近似 K 根本不会影响德拜-休克耳半徑 (74. 16) 的 

値， ' 

上面所閛明的德拜 -休克 耳方法 ，其 优点在于簡单明了。但是 
另一方面，它的主要缺点 在于： 示能够推广到把关于渙度的更髙級 
近似也包括进去。因此，我們还要簡短地評述一下另一种由玻戈 
留坡夫堤出的方法 （BorojiioeoB, 1946)%这种方法虽然比較复杂， 
但是原則上便我們可以把热力学函数的計算精确到任何程度^ 

I 

这个方法的出发点是考虑儿个谅子肘在空間儿个給定点的 
位置之間的所謂相关函数。这些相关函数中最簡单、最基本的是 
二元相关函数 叫6, 这个南数正此于在空間給定的两点 r c 和同 
时发現两个粒子（离子）的儿率 t (离子 a 和6的种类可以是不间 
的,也可以是相同的。）由于气体的 各向同 性和均句性，这个函数自 
然只依賴于- G ;。 我們这样来选擇函数中的归一化因 
子:以 使得当 r — w 时叫 a 趋向于1;于是 

\\ w ali dV a dV ^ V \ 

如果函 数叫^ 已經知道，那末我們所氺的能量显然可以 

^ • ■ ■ ■ ■ ■ 

* 譯者注 l H* l£, BorojrioooB, Upo6^mht ^imasmmecicoi Taiyva s Cmamuc^ 

dNatt 從 （ rotneiK&flaT, 1M6), ^ 




K 完 全尽离 的气体 


2 叩 


用公式 

及庫 * = ^ ab ^ ubdVadV h (74.19) 

进行积分来东出，式中对 a , 6 的求和遍及所有种类的离子，而心 & 
是相钽为 r 的一对《, &离子的庫侖势能。 

根据吉布斯分布公式,函数由下式給出： 

^ jexp ^~ F ^~ (74. 20) 

式中 t / 是所有离子的庫侖相互作用能，而积分是相对子除％ &两 
个 給定的离子以 外所有 其佘离子的坐标来进 行的。 要近似地求山 
这个积分的値，可以应用 卜述 方法。 

我們把 （74. 20) 式相对于离子6的坐标进行微分。这样就 

得到 


dr b 





(74. 21) 


式中右边最后一項的求和是对所有种类的离子来进行的，而奶 
是 H 元相关函数，与 （74. 20) 类似，由 

^ - ^jexp — I dV t dV^ - .dTV 3 

所定义。 

假設气体足够稀薄，幷且 A 考虑一次項，我們就可以用二元相 
关函數来表示兰元相关函数。眞的，如果忽略掉三个离子同时相 
互接近的可能性，那末我們就可以写出 


^abo — W at} Wtc^av> 

在同样的近似程度下，我們可以 假設: 即使一对一对的粒子也不是 
很接近的，以致于函数与 I 相盖不很显著。引人一个微小 

的最 




(74 22) 
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幷忽略掉它的髙于一次的諸幂，我們就可以 写出： 

= ~^ 1* (74 f 23^ 

如果我們把此式代入 （74. 2]) 右边的积分，結果就只剩下包含 
I 的項;其它各項屮千气体的各向同性而扣:等于1在右边的第 
一項中，可以假設叫^1就行了。丁是 

I 

3叫。 1 9 m 扣 .1 1 J^T 3*^6 uT 7 


現在我們取这个方程式两边的散度 5 同时考虑到 




z a z b e 


n-r a 


幷应用熟知的公式 


A ——= —4?xS(r)- 


r 


把右边进行积分时，由于被积式巾有3-廚数存在，所以很容易 
积出，因此我們得到下列結果： 

厶 ㈣ （0 = (r) • 咖 〆 r). 


MT …' JcTV 
这一組联立方程式的解可以写成形式 

这种形式的解使得方程組簡化成 - 个黾一的方程式 


(74, 24) 


Aw ( r )^=^^&( r ) r ^ e 




(71 25) 


这个方程式与德拜-休克耳方法中的方程式〔74. 7) 具有相同 


的形式。（包含卜函数的一項，相当于把在 r —0 处的边界条件附 
加到廚数9>(0上去。）很容易 看出： 对； P 能畺尽我們得到与前 


而相同的結果。 

在髙一級的近似中，計 ® 要繁 重得多 （到現在为止，还沒有人 
进行过)。例如， （74. 24) 这一假設就不够充分了，_而必須引入一个 


& 75. 摧里系数的 a 子力学扦算 


29& 


不再能化为二 元相关 函数的:2元相关函数。対 f 这种情形，所得 
到的类似子 （74. 沆）的方程式包含四元相关函数(在二級近似下可 
化为三元相关声数)。 

§75. 維里系数的置子力学計算 

在§ 71— 73中計算維里系数时,我們是从經典袜計学出发的， 

这在实 J ^_ h 总是正确的。但是，戋于 te 量子情形下来計算这些系 

■ 

数的問題具有方法論的兴趣；实际上它适用于氮在足够低的溫度 
下的情形 = 現在我們来指出，考虑到气体粒子成对相互作用的量 
子化时，怎样来計算第二維里系数 ( Beth , Uhlonbeck , 1937)%我們 
来考虑单原子气体，其原子沒有总的电子动 量矩； 由于所考虑的 
是氦的情形,挢以为了确定起免，我們还将 认为： 原子核沒有 S 旋， 
因而原子遵循坡色統計。 

在我們所威兴趣的近似 N 在确定热力势 fl 的公式 (35. 3) 中 
只要保留对 n 求和的头三項就 够了： 

_ i*—JFin^ 2 ^ -gift 

奸 InU 十 le +S e _ (75. 1) 

n. n 

I 

在这里 Em 代表单个原子的能級，而為#代表两个相互作用的原 
子所构成的系統的能級。我們的目的只在于計算出热力学量中那 
些由于原子的直接相互作用而引起的修 正項； 由于量子力学的交 
換效应而引起的修正項是在理想气体的情形中就已經有了的，它 
决定于公式 (55. 15)，根据这一公式，笫二維里系数的“交換”部分 
等于(在玻色統許的情形10 

(75 * 2) 

由此可見，我們的問題归結为計算和式 


* 譯者往： E. Beth and G.E* UhlenbeckjPA^ca, 4, 915(1937 
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— gatt 

n 

幷且从这个和式中述应該戚去对干两个不相互作用.的原子的情形 
所得到的表达式。 

能級 五 3 1 是由两个原子的质心运动的动能共中 p 是质心 

p 

运动的动量，讯是原子的质量）和它們的相对运动能量叠加而成 
的。沿者我們用 s 来代表；这就是在有心力場 t^(r)07 ls 是原子 

的相互作用势能）中运动的、质量为即两个原子的折合质贵）的 

粒子的能級。质心的运动总是准經典的，用通常的方式对它的坐 
标和动量进行积分（参看§ 42), 我們 得到： 

如杲用名《 5 来代表和式名〜中由于粒子的相互作用而引起的 
那一部分，那末我們就可以把 n 写成形式 

㈣(斷 ■. 

把第二項考虑为对第-項的微小的增畺,幷用 A y 和 w 来表示它 
(借助于理想气体的化学势公式 (45. 5))，我們就得到自由能的表 
达式 

对 F 进行微分，我們就得到压强，幷且在維里系数中我們所感兴趣 
的由于原子相互作用而引起的部分等于 

邮. （ 75 - 

能級 S 的譜由負値的不迆續譜（对应子原子的有限的相对运 
动）和正値的連續譜（无限运动）所耝成 □ 前者我們用如来代表; 







H 5. 锥里系敢的苷了力学計算 2&7 

后者可以写成的形式 ， 其中 P 是彼此相距很远的原子的相对运 

m 

动的动量。对不連癀譜的求和 

" Sr e L ^ L - 
^ e hT 

TV 

整个包含在內。而对連績譜的轵分中必填把对应于不相互作 

用粒子的自由运动的那一 i $ 分分离出来。为此，我們应用以下的 

■ 

方法。 

軌道动量矩为；而能量_€为正的定态波函数在 1距离 r 很大时 

Tib 


具有溆近形式 ® 




■■常数 


r 


sin 



式屮相移 h = h ( p ) 依賴子势場 仏⑺的 JU 本形式。我捫形式地 
假定：距离 r 的变化区域限制在一个很大的但是有限的数 値苫以 
內。于屉动量 P 只能取一系列不連禳的値，确定这些値的边界条 
件是： 要求中当时，变成0: 


P 

h 


H - 


Itt 



+ S : = Stt ， 


式中 S 是整数。但是当7£很人时，这一系列 P 値非常稠密，因而 
和式 


》■命 

p 


可以变換为积分。为此， ft 給定的 i 下我們把和式乘以 



%>， 


幷对却进行积分，然后还应該把結果乘以 W +1 (軌道动量矩不同 


①参看本教程第三卷“里子力学、§33,公式(33.16、 




m 


第七章#埋趄气体 


取向的簡幷度），幷对！进行尜和: 


03 

对子遵循坡色統計和不具有自旋的粒子来說，波函数的坐标部分 
应該是对称的；这就意味着：只有偶数的？才是許可的，因此对^ 
的求和只对所有的偶数来进 

在自由运动时所有的相移& = 0。因此，和式中\ = 0时所剩 
下的那一部分应該抛弃不計，因为沿是与原子的相互作用尤关的 Q 

x 

由此可見，我們得到所求的的表达式 如下： 

I 

sf ⑼+1)%，▲却， ( V 3. 4) 

而維里系数等于 

—) 〜 +(盖) |+(1 棚-). ( 75 , 5) 

' 大家知道，由相移 h 来确定在势場 Ui 2 ( r ) 中运动的粒子的散 
射振幅所根琚的公式是％ 


/ W - 






式中乃是嘞让德多項式，0是入射方向和散射方向之間的夹角； 
在这里所考虑的情形下，求和是对所有偶数的；値来进行的^由于_ 
这个緣故，用散射振幅来表示 (71 4) 中的积分是可能的。也就是 
說，有下列的关系式 成立： 

芊⑶+ 1 ) 鸷 = 4悬 W ⑼+ 


①例如，參看本敦程第三卷“量子力学、§105,散射到立体角元办中 i 的有 
效截面是 



U 5, _里 系款的量子力予計算 
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4W 噶-香 ■ 

只要直接把 /( 妁的表达式代入，就很容易驗证它的正确性 a 上式 

K 

左边的和式正好是 （75. 4) 中的被积式 f 以它的右边代人 （75. 4)，幷 
把其中一項进行分部积分，結果我們 得到： 

ee 

艺則= + e ~^[/{0 )+r (0)] 却 + 

(75 . 6) 

如果在势場 R 2 ( r ) 中具有不連續的能級，那末在足够低的溫 

■ 

度下 Ben 对溫度的依賴关系基本 h 决定于对不連續能級求和的 
和式，这和式随着溫度的降低而按揞数規律增长。但是，不連績能 
級也可能根本不 存在； 于是維里系数将按幂次規律而依賴于溫度 
(如果考虑到当 P —0 时散射振幅趋向千一个常数极限，那末很容 
易证明 ：在足 够低的溫度下 ，万基 本上由这一項所决定 h 
应当注意:在弱相互作用的情形 s 粒子間的碰撞可以用坡恩 
g 始来描述，这时散射振幅很小 ， d e ) 式中的第三項旣然是这个 
k 幅的二次項，可以忽略不許。在弱相互作用的情形下，沒有束縛 
态，因而 (75, 幻式巾的第一項不出現。坡恩近似中的散射振幅/(0) 

正比于积分 f 「/ 13 ( r ) r 4 r , 应用这个振幅的熟知的表达式,很容易看 

出： F 的表达式同 （32. 3) 式(沒有二次項的）完全一致，这正是在 
这种情形下理所应当的。 


习 » 

在准轾典的情形 K , 試求单原子气体的維里系数 i ? CT ) 中的量子修正項 
(軚景級为 V )。 

解对經典自由能的 修正 由公式 (33,15) 給出。考虑到在这里所考虑的 
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情形下只有原子的成对的相互作用存在， Uy 2 A 是原子間的距离的函 

b 

数，我們鈦求得： 




h 2 f / df/i 


u 


1 


._Ua 

e hT r^dr 


^m(kTy A J\ dr 

这个表达式就是对公式 CTLW 所給出的平常的經典値的條正項^应当指出: 


i?jt 芋 >0 


o 


§76. 簡井化“近理想 ”气体 、 

現在我們来討論“近 理想” 的强簡幷化气体（与前一节所討論 
的弱鲔幷化气体不同）的热力学性质。这个問題沒有直接的物理 
渲义，因为自然界中存在的实隙气体在絕对零度附近的溫度已經 
凝固 jf ,虽然如此,但是由千达个問題在理論上有相当兴趣,所以 
如果考虑一种气体的形式模型,.它的粒子間以一秤避觅凝聚的方 
式发生相互作用，那末仍然是有价値的。 

H 体之成为“近理想”的，其条 件为： 分子的 "相 互作用半徑、 

应当此粒子間的平均距离冗〜小得多。这个条件也可以表 

述为 • 

/««], (76.1)' 

式中 f 〜 | ■是粒子的波矢；这是十分明显的，因为在强隨拌化氕 

ft 

体中，丑是唯一能够用来确定它的粒芋的德布洛意波长的特征 
长度®。 

我們在这黾 M 考虑粒 f 成对的碰撞（我們在这一节中用《来 
代表两个粒子的相互作用能，而不用上面所用的 G 2 ). 我們的主 


①对于简幷 fct 密气体来讲，由 （56-2) 式可以离挂看 Ui : 费洚界 限动惫 




要目 的是: 应用某种形式的量子力学微扰理論,来訃算热力学 M 按 

I 的幂次的 M 并式中的头几項 3 困难 在于： 由子《在跹离很小时 

增加得很快，所以微扰理論(坡恩近似）对于实际的分子碰撞失去 
效用。但是这个闲难可以用卜述方式来*服。 

在坡恩近似中，质虽为 州的 两个粒子相述碰撞的有效散射截 

面，是•由“散射振幅” 

a 二: - r — r ^. mitT 沿’ 

的平方模量卜|, 2 所給 m 的， w 是碰撞过程中的动设轉移在条 
件（了 6. 1) 下，亦即在“慢”碰撞的情况下，在积分的主要貢献所在的 
整个范團內，我們都冇 ir < U 因此 


4ttA : 


u dV. 


(76 + 2) 


因为碰撞的性质完全巾这个量来决定，所以气体的热力学量 
也完全由这个量所决定（如果坡恩近似有效的話） □ 

因此可以应用下述的人为 手段： 我們形式地把实际的相互作 
用议用另一个量来代替,这个量給出相同的散射振幅，但允許使用 
微扰理論。只要最后的計算結果只 M 过散射振幅 包含〜 那末这 
个結果也就与用正确的《函数所得到的結果完 全相同 ， 

A , 坡色气体。 

b™i ■. ■ .r"i 角 

近理想坡色气体的弱激发态的能譜，可以应用二次量子化的 
表述由微扰理論計算出茱 ®。 我們假設气体粒子的自旋为 0. 


①在这一节中，我 n 应月参看本教稈第三卷 “ s 子 力学、 & 1队散 
射到立体角在质心坐标系中〕 中力的 有效截面为 dr = \ a ]^ do r 佴这时还沒有考 
虑 到硃摄 粒子的 S 了力学仝等性，考虑了这神全等性以应，散射裁面为山 r = 41 …喻; 
要求出总散射截面，必須 M 及半今球（时+是遍及整个球）进行积分， 

© II,H. Borojijot>oy 3 //je. AH CCCP t cep. 11,67,194V, 
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設有 iv 个粒子成对地相亙作用着，那末这个系統的哈密頓算 
符在二次量子化的表述下为 ® 

h= sfc k ^ XX , (76, 3) 

P 

在这里， i ； J 和义是一个动量为 P 的自由粒子的“产生”算符和“瘦 
灭”算符，也就是說，它們所表征的粒子处于由波函数（在体积 
r 內） 




9 


Vy 


e 




所描述的状态。 

(76. 3) 中的第一項相当子备子的动能，而第二項相当于粒子 
的势能。在第二項中，求和是遍及粒子对的所有动量値来进行的， 
但是这些动量値必須符合在踫撞过程中动量守恒的条件； 

Pi + P2 = pi+Pa* 


A 冇在这个条件下，矩陣元 

O 辜卜 p { 含 (仍 -pi)i*i+ 


t( pfl 一 咖 WmW 爲 


才具有不等于零 的値: 


_«=吾」 


^ w u ( r ) dV y 


(76. 4) 


式中 P - Pa - P 2 =^(Pj - Pi ) 是一个粒子的动量在碰撞过程中的 
改变。因为我們假定粒子的动量很小(根据（76.1))，所以可以把 

h 

和式中所有主要項的矩陣元用它們在 P ^ o 时的値去代替。于是 
我 們有： 


①甚看本敎程第三卷“置子力学、§從。 
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(76. 5) 


把微扰理綸应用于哈密頓算符 （76 J ) 是从下述的考虑出发 
的。在理想坡色气体的基态，所有的粒 T 都处于零 能态： Wo - A T , 
» p = 0( p ^0), 因此在近理想气体的弱激发态（以及基态）中的占 
据数叫虽不等于0,但是 比枸小 得多，这个量比1 
大得多，这一事实意 味着: 关系式 


^ A 


為 乂 J 一 A .^ , j 4 o — 1 

比 it 又本身小得多。因此我們可以把 ij ， i 。 考虑为通常的数 
h (等于 v ‘)，而忽略掉它們的不可对易性 & 

微扰理論的应用,在于把 (76, 5) 中的四重求和按小1： i p ， 
( P _0) 的幂次展开 y 展开式中的零次項为 

AtAtXk = Ai (76, 6) 

一次項不存在，因为这些項不能把动量守恒考虑进去。二次項是 


iip +4 i J i p ). 


(76 7) 


P 邱 


精确到第二級，我們可以把(7枚 7) 中的肩=%用粒子总数 Y 
去代替。但是在 (76. 6>那一項中，則必須用更精确的关系式 

■^0 + 〉 = 见 

結果， （76. 6) 和 （7 ti . 7) 两項之和等于 

iV 2 + (i p 2_ p + i jilp + J 為 ) ， 

P 钟 

以此式代人 (7& 5)， 我們就摒到哈密頓算符的表达式 如下： 

I 

p^O 




'a 


-^- p * 


(764) 


3 fH 




积分柳要用一个实际的物理量——散射振幅——來表示，在 
Cfi. OlXi 二次项（这些項是用来确定能譜所唯一必需的項）中，我 
們4以直接应用 （76. 2)。伹娃要把达个公式用干一次項（对于計 
算基态能董来說，这一項是主荽的）則不够精确 u 

(?a 2) 式相丐于微犹理論的一級近似。如果說，在一級近似 


下，系統在恒定微扰 f 7 的影响 T 的某一 fi 子跃迁的几率决定于矩 
陣元 F?, 那末在二級近似下，就应当把 W 換成 


FS + U 


n 


£ q -nu 


(求和屋对未受微扰的系統的所有量子态来进行的 ®); 只衷注意 
到这一点，我們就可以得到一个此 （7R 2) 更为精确的关系式。在現 
在的情况下，我們所涉及的是在两个粒子所构成的系統中的碰撞 
过程，因而起若 M 的作川的是 


《卜封— /. 

J 

I 

再应用共它的矩陣元 （76. 4)，我們就 求出： 当由一級近似过渡到二 
級近似时，应当把柳換成 


r r^o 


€ 


f pf 


? mIV 


m 


幷把所石的积分川叫去代替（像在 （76. 5>式中那祥）®，就 得到: 



o > 犮者本教程茁三卷“ 鋟+力 *- r \ hs , 

芯这样替代的坫果，是#到一个发骹的 P 根太 tH ) 和入。这个亊实对我們 
圾在的 y 的 a 打影响，因为在随后代人哈密頓锌符屮以后 T 所得到的表达式仍旧是收 
斂的，大的 p 对圮浅有貞献。 
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因此代替 (76. 2) 式我們 捋到: 


m /, MO ^ m \ 

a ^ 4 ^ kM ] ~ v^fh 


(76. 9) 


在同样的近似卜% 




^ Trh ^ a 1 

■了念 K 


把这个式子代入 (76. S )， 我們就求出最后的哈密頓笕符 


2 rf 


4 / nh ^ a 1 

丁 ^ 


2 rf N 


21( H +』 注 p + 2 4 又 >十 2 

y p^o 

(76- 10} 

为了計算能級，必須把哈密頓算符对角化。这可以根据綫性 


变換 


- B, :+ 的 + L P S- 

2 广 Vr^zf '， vi-li 


(76.11) 


引入两个新算符 Sp ， 纪;来实現， i 被定义为 


T mV f ,— 、 p 1 iTvaf ^ N ) 

k = s ^ r (p) ^ 一 — ^ rv\ y 


( 76 + 12 ) 


4 P ) 代表 




(76. 13) 


把 (7 G . 11) 代入 (76. 10), 就很容易证实哈密頓算符的对角化，其結 
果是使得 ， 


A W fl + Hg ( P 〕 免及 


(70. 14) 


式中 
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必 0 2 F 饵十2 V m 

i /4 rf«V m 

^^ w \~ i ^ r ) ^ 

由对易定則 

A /y A A A ^ A A 

— = 0 ， -^p-^-p^ H ~ ~ 各卯’， 

很容易看出，算符 &也 服从间样的定則。因此，我們可以推断: 

▲ 

幻和戽是能量为 Hp ) 的似粒子（元激发）的“产生”算符和“漂 
灭”算符，它們服从坡色統計。 

^；5 P - iV p 

这个量代表动量为 P 的似粒子数，而 (76.13) 所給的是它們的能 
量对动量的依賴关系。达样，我們就完全确定了气体的弱激发态 
的能譜;它自然地屬于玻色型能諝 （g 66), 

至于風，它是气体的基态能量。把对不連縝的 P 値进行求和 

(在体积7內）变成对进行积分，然后进行計 ff ， 我們就得到 


(76.15) 


下列表 达式: 


五 0 


^irh^a N 2 


m 


V 


128 


L 


15 V 


a^N 

~ 


(7 a ih ) 


(丰政道、楊振宁，1957)%这个式子代表按的幂次展开的 

头两項 q 但是， 1. 述方法不能用来計算其次的一項。这一項应包 
含 V _\ 但是这种数量級的量不仅依賴于双重碰撞，而且还依賴于 
三重踫攙，因此不能只用散射振幅 <* 来表示 t 

当动量値很大时，元激发的能量 (7C. 13)趋向丁1三^~,即趋 
向于气体的单个粒子的动能。 


* 


暉 者改： T. D. Lee, O.N. Yang, Phys. 105,1119(1957), 
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对于很小的动量値，我 們有: 


Uirah^N 


叫 vir "- 

a 

很容易 看出： P 的系数与气体中的卢速 《 恒等，因此这个結果与 
扣 6中的普遍論断一致。在絕对零度下，自由能与能量五一致;对 

¥后者取它的主要項,我們就求出 M 强 

，、 3五 27 rh^a N 2 


P = - 


W 


声速为其中 


nV 


nT ~ 

是气体的密度。 


应当 法意: 在我們所考虑的气体模型中，散射振幅《必須是正 
的（粒子間的排斥)。这从上面所推异出来的公式就可以看出 ：假如 
cr <0, 公式中就会包含虛数項。条件 a >0 的竞义 在于： 它是这里 

所考虑的坡色气体模型热动稳定的必要条件（即不等式 
应当滿足乂 

' 元激发的統計分布直截由（化学势等于0的）坡色函数給 
出： 


AT 


-1 


至子气体粒子本身的分布，則不难按照 

訐算出来。把 (76. 11) 代入， 

-_ 

幷考虑到和纪月％中不存在对角綫矩陣元，我們 得到: 

〜 N^Ll(N^l) ■ ■ ‘ 


一 A 


(76.17) 


自然,这个式子只对 P 手0有效。零能态中的粒子数等于 



m 


第七亲弗理想 n 体 


1 — >^ n P = 1 — 

p^O 


(2ttA) 




(?a is) 


例如，在絕对零度下，对于 p 々 o 的状态， 因而借助于 
(76, 12) 5 我們由 （76.17) 得到如下的分布 豳数： 

“ 辟 ) 2 峰 … 

在非理想坡色气体中,即使在絕对零度下，自然也存在着能 量不等 
于0的 粒孓。 

費密气体。 

現在我們来討論近理想的簡幷化費密气体，幷且为了簡单起 
見，假定粒子的自旋(必須为半整数)是 

自旋不等于零的自由粒子的状态，除了决定于它的动量 P 以 
外，还决定于它的自旋分量^的値。相应地，对子二次量子化 
算符，我們应用双重角标,幷且代替 (76. 3)，我們 写成： 

» 






(76. fi 20) 


像在 (76. 3) 的情形 一样，我們把第二項中所有的矩陣元用食 
們在动量値等于0 0{的値 




去代替。应当注意：由于在費密統計中算符七的反对易 
性，它們的乘积相对于它們的角标的置換是反对称的；对于乘积 
AU.i 情况相同。結果，在 (76.20) 的第二个和式中，凡是 

具有恒等角注叫〜或以“的項都消失掉。在物理上，这意味 
着：在馒碰撞的极端情況下，只有自旋相反的粒子才彼此发 生相苴 



作用 


萌#化“近理想”气体 


我們引入符号① 


卜:: 


0 十 j 0-" 0 十 j 0, 


0— ， 0+ 


(76.20 


<在这里和以后，角标+和-分別代表 CT = +音和 CT = - "^， ._ f * 是 
得到哈密頓算符的最卮形式 






Pl+? 


(76. 22) 


式中第二項中的和式遍及所有眼从守恒定律 

Pi + Ps-Pl + Pa 


的动量。 

我們将用通常量子力学微扰理論的方法来計算这个哈密頓算 
符的本征値， （76 - 22) 中的第二項(位子的相互作用能）被认为比第 

I 

一項 C 动能）小得多。后者已經是对角化的，因而它的本征値是 


prtr 


(76. 23) 


一 級修正項由相互作用能的对角綫矩陣元所 給出: 




(76. 24) 


pi » 


为了計算二級修正項，我們应用微扰理論的通常公式 

ptS ) _ I ^nut I 3 

其中角标〜肌标記整个系統的未受微扰状态。通过簡单的計算， 


①如果粒子的相互作用能不依頼于自旋变那末（7匕2丄）中的第二項等子 u 
(在 ft ® 过程 4 s 毎个粒子的自旋保持不耷）。 
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我們得到® 

2 Q 1 S^~ r 找 PiH ■抑 Pi-(1 ’ 抑 pf + ) ( 1 一 打 n!-) 

v^° 土厂 (p^ 7 ^ 


(76-25) 


这个式子的結构是很容易理 解的 : Pn Ps ^ ^>Pb P 〗 的跃迁的矩陣元 
的平方正比于状态仍，仍的占椐数和状态 Pl > P 2 中的“空位”数。 

但是， （76. 25) 式本身幷沒有把能量的二級項槪括无遺。在把 
«□ 用散射振幅表示以应，由 （76. 24) 还引起一个同数量极的貢献。 
用推导 (76. 9) 式的同样方式,我們現在得到 ® 



mup 

4? rA 2 


1 + 


2 ^tQ 

7 




把这个式子对 叫 解出，幷代入(7& 24)，那末除了一級項 

S 〜為 r (76, 26) 

Pl ， P » 

以外，我們还得到二級項；加到 （76. 25) 上去以后,整个二软項为 
■ 2 /4：7 rhW lfl PT + % a -[( l -» pH Xl -^4- l 3 j 

— m / ^ \ ( Pi -\ rj 4- p f i 2 - p^)/^n V 

PuPltP ^ 

■■ 

分子为四个 《 相乘的那一項变成 0, 这是 因为： 它的分子相对 
于 Pi , p = 同 Pi , P 纟的交換是对称的，而分母相对于这#交換是反对 
称的，因此在对这些变畺进行对称的求和以后，我們所得到的結果 
为 I 于是 


0和式（76.25〕本身是发敎的，这个事实焐由千在 （76-22) 中用一个常数値去 
代替听有炬阵元的綠故，但是这个事实对于以后的扑算幷不重要（步看第304頁的底 
注®) 。 ^ 

@ a 这个 fi 的意义是与能 S 无关的慢踫搢散射振幅^另一方面，这个公式表戌 
地依犋于 Pi , Pi 虽然如比,侶是实际上这种依賴性只限于振描的虚款部分，因此可 
以不必理会，网为我們巳經預先知迸： 我們 計算的敢后結果将足实数。 
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ijrh a 






plPPuP I 




借助于我們所得到的这些公式，首先我們可以計算 m 气体的 
基态能景。为此，在“费密球”內部，我們必祺令而在“費密 
球”外部，令?= 0®。注意到： 




. A 7 

2 L. k - 


我們从 (76. 26) 得到一級修正項 

茗⑴ _ Trahr A TS 
0 m ^ 

在 (76. 27) 中，求和是对服从 pi + p ,- pi+pi 的条件的四个动量来 
进行的，我們把它換成对 

j 1 I t r 、 t ；? .. tR r . t 


(2 ^hp 


古 （Pi +Pa — P {一 P0d s pid^p 2 <^p[d s p2 


的积分。于是 




SmV 


叫 (2 ttA ) 9 \ 抑 

积分所遍及的区域为 




Pl<Po, p2<Poy pi<Po, 

d 

是費密球的界限动量。在进行一些計算后，就得到 
基态能量的最后表达式如下 


① 应当注意：虽然在开始的哙密頓算符中，这些量是实标粒子状态的 
占据数， 佴是在 借助子铕扰理論把它对角化以后，我們所涉及的就已貍是似位子的分 
布函数1%它的零級近似値就是正文中所給出的那阏种值。 

② 实鲇上，較为筘单的計算是按 m 另一种順序来进行，即从显示地計算/面数 
开始（詳下\ 
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爲 Uvf N+ 

f 斗 + 晶 ( 吾 ) Mf )* m _ 2in2) ] (76 . 28) 

(黃克逊、楊振宁，1957)% 

根据§ 68的普遍陈述，元激发的能譜(即阐数 e ( p )) 以及在費 
密型能譜理論中起主要作用的函数 /( P，h p , s ), 都决定+总能 

r 

量相对汙分布菡数的一阶变分和二阶变分。如果把五写成分立和 
式的形甙，那末根据定义,我 們有： 

r pcrjp 以 


(在进行微分以后，在費密球內部，被令为等于1，在费密球外 
部，被令为等于0)。 

但是沒有必要这样来計算元激发的能 a , 闶为不管怎样，豳数 
S ( P ) 只在 P =： Po 的附近才有意义 (参看 § 68)，在这个区域內， S ( p ) 
只由一个参量来决定，而》^可以用較为簡单的方式来計箅 
(詳下 ） a 

为了計算 f ( P ， N 〆 ，</ ) ，我 fl 必須把 （ 刊. 26) 和 (76. 27 ) 两式 

■ 

中的和式微分两次，然后令 P 和 P 的絕对値等于趴(参看 S 68)。 

在进行这些簡单的訃算以后，再把求和換成积分，我捫就得到 
1 , 1 \ 4,7rh 2 a MivhW 

/( p ’ - 

v ff O(P+P —Pi 一 Pa) , 

JJl ^ pl^pi 十 



3(p+pi^p—pa) + ^(p+pj—o —p^) 

H 


卜 j 办， 


’ 鏵者洼： K. Huaj3g t C. N + Yaug^ Pkya. Rev” 105,767(1957 )。 





簡幷化“近理想”气体 

/( p ，■ i -； p , ,-^)=/( p , ~\, p \ —1)= 

為 n g ( p - + - pt ) - p # f +pt_p = pt) 办办- 

这两个式子中的积分,由于积分变;®为数不多,所以是比較容易积 
出来的。 

段后的結果应当表示成矢董形式，而不綸自旋所投影的^軸 
如何选擇。在这样做的时候，应当 注意： 在我們所考虑的气体模型 
中，在 /( p ， 中依賴于 Q 旋的項只能是交換項，即应当正比 
于最后的結果是 



■ 

式中沒是 P 和〆之間的角度② （A6pHK0C0B，XajaaTimKC»B， 1957)、 
知道了阔数/以后，就可以由公式 (68,10) 計算捣似粒子的有 


①如杲两个&旋的这种函数的値 /( 合 D 和 /(+ —士)是,巳知的 （a 


^■軸的方向面定时），那末就可以把它海成，其中 




® 函牧 （ 76 , 29 ) 在 5 = ^时以对数形式 发壯， 这个結果足由于在汁算中作了近 


似的嫌故；更補确的分杆证明：虽然 (? = ir 确实是这个凼数的一个奇点 T 但是它在达- 
点幷不趋向于 尤穷: fc , 而是趋向丁 0( 当 a >0 时 ） c (76.29) 式在 6 = 达一点附近之 
不能适用，封以后的庳用幷无影响，因为以后的应用中所包含的积分在这一点都是收 


彔的。 




I?者注： A* -\{ipHitocOB f II, XaJaTHnKi>B T X9f!|S 3 33, 1.154(19571, 
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茁 七京 非埋想气体 



学势叫 苒进行 一次积分，我們就得到基态能量取^ 的表达 

I 

■ 

式 cm . 28) 0 

公式 （76. 28) 代表气体能量按的幂次的展开式中的头 

几項。原則上，应用类似的（迅然繁重得多的)計算,还可以获得共 
次的几項。理 由是： 在費密气佯中，三重碰撞只对相当高次的項才 
有貢献。这是因为，在三个相互碰撞的粒子中，至少有两个具有相 

I 

同的自旋投影，因而陂函数的空間坐标部分相对于这两个粒子必 
須是反对称的。这就意 味着： 它們的相对运动的軌道动量矩至少 
是 l ( t 态）。相应的波函数包含陂矢/的一个額外的（当同^态 
的波函数相比較时)幂次吣因此，间不服从泡利原理的粒子发生 
“对正”碰撞的几率比較起来，这种三重碰撞的几率要降诋一个 

( j * a ) 2 〜的因子。結果，三重碰撞对能量的貢献要在以 
^ 的形式包含体积的項中才会出現 u 換句話說,在能量展开式 


( D 砮看本教程第 n 卷“景+力学”，§於 
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中，直到数量鈒为 

的一項包括在內的所有項，都可以 A 用双重碰撞的特征参量来表 
示。虽然如此，但是这些特征量木只是包括慢碰撞情况下的散 
射振幅（如 （76. 2 S ) 中那样)， 而让 还包括它相甸于能量的微商 I 以 
及散射的振幅 

S 

最后,关于我們在上面所考虑的非理想費密气体的模型,还需 

I 

要作如下的解釋。初看起来会有这样的 印象： 我們在上面所得到 
的那些公式对于正 、負散 射振幅都是許可的，即对于粒子問的排斥 
和吸引都是許可的。但是，上面的結果只适用 T 排斥（正 (0 的情 
形。这是 因为： 粒子間的吸引会使得在排斥情形 f 作为基态的那 
个态不稳定。这神不稳定性表現为一神形成束縛粒子“对”的趋 
势。結杲，在这种气体中就出現坡色型的能譜，而气体变成超流 
体①。 


①參看原始 文献： L.K, Cooper Pkya. a 104 7 ll8y(JLU56), J* Barde&iij 
L-N. Cooper ， J. R, Schrieffer, 162(1957) ； 以及#看 KH. Boro, 

34 , 58 , 1958 0 ^ 


第八章相平衡 

577. 相平衡条件 

均勻物体的(平衡）状态是由給定任意两个热力学量（例如体 

积 F 和能量忍)来确定的。伹是却沒有任 M 理由认为:对于任何一 

■ 

对給定的 F 和芯値来讲，对应于热平衡状态的都正好是物体的均 
勻状态。可能发生这样的情 况:在 給定的体积和能量下，物体在热 
平衡状态幷不是均勻的，而是分离成处于不同状态而相互接触的 
两个均白部分。 

一种物质的这种相互接触而能够彼此处于平衡、同时存在的 
不间状态，称为达种物质的不同的 

我們来写出两个相彼此芊衡的*条件。首先，像任何处于芋衡 
状态的物体一样，这两个相的溫度和 A 必須相等： 

Ti = 7 ^. 

其次，两个相中的压强相等的条件也必須 滿足： 

Pi 

因为在两个相接触的表面上，两个相彼此作用的力必須相等而相 
反。 

最后，两个相的化学势相等的条件必須滿足： 

对于两相平衡的这个条件的推导，完全像在〗25中对于一个物体 
的任何两个相互接触的部分的情形所进行的推导一样。如果把化 
学势表示为压强和溫度的函数，而用7 1 和 P 代表两个相的彼此相 
等的溫度和压强,那末我們就得到方程式 


(77.1) 


§77. 相手街条件 
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于是处子手衡状态的两个相的压强和溫度可以把其中的一个量表 
为另一个量的函数。因此两个相不能在任意的压强和溫度下处于 
相互芋衡的状态;与此相反，給定了这两个量中的一个量，就完全 


确定了另一个量。 

如果用坐标軸来代表压强和溫度，那末可能发生相手衡的点 
都在一条曲綫（相平衡曲綫）上。同时，在这条曲綫两侧的点則都 
表示物体的均勻状态。当物体的状态沿着一条与相芊衡曲綫相交 
的綫变化时,在与相平衡曲綫的交点上，发生两相的分离,然后物 
体轉变成另一个相。必須注竞：当物体 的状态 緩慢地变化时，有时 
候即使在已經应当开始分离成两个相(假如完全平衡的話)的情况 
下，物体仍旧可能保持在均匀的状态。但是这样的状态是亚稳定 
的，例如，只要把处于这种状态的物体同另一个相接触，就足以使 
得很快地发生两相的分离和轉变成另一个相。过冷的蒸气和过热 


的液体就是这种例子。 

如果用以溫度和体积（屬于一定量物质的)为坐标軸的图来描 
繪相芊衡，那末同时具有两个相的状态将占滿平面的一聲个区域， 
而不只是一条曲綫；这种与 P ， T 图不同之处是 由于： 体积 F 与压 
强相茳，在两个相中是不相同的。結果得到如图 U 所示的类型的 

图。在阴影区域两側的区域 J 和 I 中的点相当于均勻的第一相和 

1 


笫二相。至于阴影区域，則表示 
两个相彼此处于芊衡的状态：在 
任意一点^^处于平衡的两个相 
I 和3所具有的此体积，由位于 
通过点 a 的水平直綫上的点1和 
点2的横坐标来确定。由物质的 
数量的守恒很容易直接得 m 結 
論： 相 r 和相 ff 的量反比于綫段 
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第八章相平衡 


W 和 M 的长度（所謂“杠杆定則”）。 

II —An — 

类似于两相平衡的条件，同一种物质的三相的平衡是由下列 
各等式来确 定的： 

Pi Tj—Tq — t^i = ^2 — /^ 3 - ( 77 . 2 ) 

如果用 P 和？ 1 来重新表示三个相的压强和溫度的共同値，那末我 
們就得到条件 

〜(P，D = (77. 2a) 

这是两个具有两个末知数 P 和 T 的方程式 ； 它們的解是一对确定 
的 P 和 f 値。三个相同时存在的状态（所謂三相点）在 P，F 图上 
由孤立的点来表示，这种点是三相中每两相的平衡曲綫的交点（見 
图12,图中区域I，疋 f 是三个均匀相的区域)。同一种物质要出 
現比三相更多的相的平衡显然是不可能的 & 




在7图上,三相点的邻区具有如图13所沄的形式，其中間 
影区域是每两个相成对地平衡的区域；在三相点(在溫度下) 
处子芊衡状态的三个相的比体积由点的橫坐标所确定^ 
从一个相轉变到另一个相，伸随着放出成吸收一定量的热量 
(所謂相变潜热，成簡你相变热）。按照相乎衡条件，这样的相变是 
在恒压和恒溫下进行的。但是住恒压下进行的过裎中，被物体所 
吸收的热贵，等于它的焓的改变。因此毎个分子的相变潜热9是 




§77, 相平衡条件 
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q (77, 3) 

式中 W! 和奶是两相的饵个分+的焓。 

芮为（对+由一祌物质构成的物体来讲） P 是腸于一个分子的 
热力势，所以可以写成 


/l = s —Ts+Pv 


( s , s , v 是分子的能是、熵和体积 ）,,. 因此条件 ^ 給出: 


(S 3 — A) — — Si) +P(V 2 ■ Vl)= ( ⑴ 2 — 切 i)— 
——Si)—0 ? 

其中？ ^pp 是两个相的溫度和压强，由此 


q -= T ( 8 ^ Sl ). (77. 4) 


因此，相变潜热等于闼相的熵之差乘以相变发生时的溫度，如 


果从第一相轉变到第二相时吸收热（在逆 
相变时放出热），那末 热骨？ 是正的。反之, 
如果在这个相变时放出热，那末？就是負 
的。必須 注意： （77.4) 也可以直接从 
^\ Tds 得出，式中，溫度 T 是恒定的（这个 
公式之所以在这里适用，是因为相变是可 
逆地进行的——在相变的时間內，两个相 
保持相互平衡）。 



設在图 U 中的两条曲綫表示两相的化学势对溫度的依賴关 
系（在給定 的座强 下）。两条曲綫的交点确定两相能够彼此处于平 
衡的溫度？V在給定的压强下乂在所有其余的溫度下，能够存在 
的只能是这一相或另一相。很容易看出：在低于％的溫度下，存 
在的是第一相，亦即稳定的是第一相,而在高于的溫度下，是第 
二相。这个結論是从这一点得 出的： 稳定的状态是 P 較小的那种 
状态（因为在铪定 P 和 T 的条件下，热力势趋向于极小値 K 另一 
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方面，在两条曲綫的交点上，微商_的値大的値，也就是說, 

第一相的熵〜=一|@小于第二相的熵〜因此，相变热 

是正的。因此，我們得 m 結論：如果当溫度升髙时物 
体从一个相轉变成圮一个相，那末这时就吸收热毋。这个結果也 
可以从勒夏忒列原理得出。 


习 题 

1. 試求出在固体上的飽和蒸气压的溫度依賴关系（把飽和蒸气考虑为 
理想气体；固体和气本都美有恒定的此热）。 

m 蒸气的化孕势由公式( 4 义 4 )所确定，而固体的化学势由公式(吧 - 6 ) 
所确^(由千飽和蒸气压相对地讲很小，对+岡体可以忽略掉/十这个置而 
认为办等于令两式相等，我們就求出： 

〔 C ； p 2- ■ C 1 〕 ( ^ &t — S as j 

p ; 黹数 r^e 一 
其中角标 1 指固体，角标2指蒸 

在同抨的近似下，可以认 为固体 的焓等子它的能量；相变潜热(升华热） 

5 = — + (芒 fl 广 芒01)* 

特别是，在 T = 0 时的相变潜热是 W = h — W 以致可以写成 

(C J?2 — ^ 1 ^ 

常数 : T —~ e 百， 

% 試求出把凝聚体蒸发到眞空中去的蒸发率。 

M 蒸发到眞空中去的蒸发本由单位时間內离开物体的单位表面积的 
敉子数来确定 D 我們来考虑同它自己的鉋和蒸气处千平衡的物体于是离 
开物体表面的粒子数,等于在同样时問内落到这个表面上幷“ 附着” 到它上 © 
的粒孑数,也姝是說等干 c 参着( 39 ^)) 

' 二 r (丄-取 

式中 p 0 = p t ( j ) 是飽和蒸气压， B 是气体同物体表面发生碰撞时气体粒子 
的平均“反射 索数' 如果不太大，那未离:枷体表面的粒子数与它周圍 
空間中是否有蒸 H 存在无关，因此上面所写的式子就确定了我們所求的菸发 



到眞空中去的蒸发率。 


ast 


78. 克拉泊龙-克劳修斯公式 
■ *_ _ 


§78. 克拉泊龙-完劳修斯公式 


我們把相平衡条件 


的两边对溫度进行微分，当然同时必須注 意到： 压强户不是自变 
量，而是由这个方程式本身所确定的溫度函数。因此我們 写成： 

3/^1 Sju-i^P d^dP 


利用恒等式 观 + t ^ P (24.12)， 我們由此 得到: 


— e^+Vt 


dP 

dT 


=— S 2+ t ，2 


dP 

盈， 


即 

_ 


式中以 w 和％% 是两相的分子熵和分子体积 。 

在这个公式中 ， h — 之差，可以用从一个相轉变到另一个相 
的潜热来表示。把 g = yy 代入，我們就求出所謂卑样壞芬- 
克劳修斯公式 


这个公式所确定 的是： 当溫度变化时处于平衡的两个相的茁强的 
变化,換旬話說,也就是压强沿着相平衡曲綫随溫度的变化。同一 


公式也可以写成形式 

dT 【(叫 一衫 1) 

q J 

这个公式所确定 的是： 当压强变化时两个相之間的相变溫度(例 
如， 冰点和沸点）的变化^因为气体的分子体积总足大于液体的分 
子体积，而当液体轉变成气体时吸收热量，因此当压强增加肘沸点 
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的溫度总是升高是正的^ 

公忒 （7 R 2) 的所有这些結論与勒夏忒列原理完全一致。例 
如，我們来考虑液体同它自己的飽和蒸气处于平衡的情形。如果 
增加 甩强， 那末沸点的溫度应当升高；由子这个緣故，一部分蒸气 
轉变成液体，这又轉而引起压强的降低；也就是說，系統对于使它 
离开平衡状态的外作用就好像起着反作用一样 D 

我們来考虑公式 (78. 2) 的特殊情形，例如，固体或液体同它的 
蒸气的平衡。这时公式 (78. 2) 所确定的是飽和蒸气压随溫度的变 
化。 

气体的体积通常比包含同样数目粒子的凝聚体的体积大得 
多。因此在 (78. 2) 中，相对于体积抑我們可以把 体积％ 忽略掉 

(我們把气体作为第二相)，也就是說，我們可以取 二知 把蒸 


气考虑为理想气体,我們可以按照克拉泊龙公式-,把它的 


体积用压强和溫度来表示;于是我們得割: 


dP 


即 


d\nP q 
dT ㈡ 把 


(78, 3) 


我« 看到： 在相变热可以认为是常数的溫度范圍內，飽和蒸气 ffi 按 
照指数規律(〜厂^)随溫度而变化。 


习 题 

試求出沿着液体和它的鲍和蒸气的平衡曲綫（即在狡体一直同它的 
飽和蒸气处于卒衡的过程中）的蒸气比热。 蒸气 可以认为屉理 想气体 D 
解所求的此热等千 




:恐 



ds 

WT 1 


式中^是沿着相平衡曲綫取的微齓即 





dP 

idT ' 


>jp t7 3 

把 (78. 3) 式的^■和 w = g ■代人上式，我們求出: 


^ = o v ~~ f * 

在低溫下， ft 是負的，也就是說，如果取出热最，以使得燕气一避同液体处于 
乎衡，那末它的溫度可以升高。 

2 . 設在一过程中蒸气一直同液体处于卒衡，試求出在这过程中（即沿着 
液体和它的汽的平衡曲綫)蒸气的体积随溫度的 变化。 

m 微商$必須沿着相平衡曲綫来 确定： 

dv = {^\ if 3v \ 

^ = UF JpXdP ) T ^ 

把 (78.3) 和体积 v = $ 代入上式，我們求出： 



在低溫下, - ^<0,也就是說，在所考虑的过程中，蒸气的体积随溫度的增加 
而戚小。 


S 79. 临界点 

(在 P ,! T 手面上的）相平衡曲綫可能在某一点終止〔图 15); 这 
样的点称为临界点，而与它相对应的溫度和压强称为临界溫度和 
赂界压强，在髙于？ 7 S 的溫度和大于的压强下，不 存在+ 同的 
相，而物体总是均勻的。可以說 *_ 在临界点，两相之間的差別完全 
洧失。临界点的观念是由門捷列夫首先提出的（1部0)。 

在以％ F 为坐标的平衡阁屮胳界点的夺在，像图 w 所描繪 









^样子。当溫度趋近于它的临界値时，彼此处于平衡的两相的比 
体积也蘧漸接近，而在临界点 C 图16中的 X )互相重合。以 P , F 
为坐标的芊衡图具有类似的形式。 

当存在着临界点时，-种物质的任何两态之間玎以发生連績 

a 

的相变，在这种相变过程中，任何时刻物质都不会分离成两相—— 
要做到这一点，只需要沿着任何一条橈过临界点而与相平衡曲綫 
无任何相交之处的曲綫来改变物质的状态。在这种意义下，当有 
临界点存在时，关于不同相的观念就成为-种沿习，而且也总是不 
可能指出：甚么样的状态是这一相，甚么样的状态是另一相。严格 
地讲,只有当两相彼此接触而同时存在时 C 亦即只有在相平衡曲綫 
的諸点上 )， 才可以說两相。 

显然， H 有当两相之間 K 具有純粹定量的差別时,对于这样的 
两相才可能有临界点存在。液体和气体就是这样的，它們的区別 
只在于分子間相互作用的大小不同。 

門捷列夫把液体的临界溫度称为它的絕対沸点。 

至于像同一种物质的液体和固体（晶体）或各种晶态这样的 

I 

相，則彼此間有质的差別，因为它們的內部对称不同（关于这一点 
洋見第十三章)。 M 然，对于任何对称性质(对称元素）我們只 能說： 
它存在，或 者說： 它不存在；它只可能一下子、突变地出現或消失， 
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而不可能逐漸地 W 現或消失。在毎一种这样的状态，物体或者具 
有这一种对称，或者具有另一#对称，因而总是 nl 以指出物体在两 
相中間 屬于哪 一相。因而对于这样的相,临界点是不可能存在的, 
而相平衡曲綫必然或者延伸到无限远，或者同其它各相的平衡曲 
綫相交而終止。 

通常的相变点在数学意义上幷不是物质的热力学量的任何奇 
点。这是因为，每一相也可以在相变点的另一側存在（那怕是亚稳 
定的）；热力学不等式在这一点幷不被破坏。在相变点，两相的化 
学势只是彼此相等 而已： 叫（/ 5 #)—化0 > ，们；至于对子每一个函 
数和 aO >， T 〕 来讲，則这一点毫无特殊之处。 

我 們在巧 F 平面上画一条液体和气体的等_綫，也就是当均 
勻物体等溫膨脹时 P 对7的依賴关系的曲綫(:图17 上的沾 c 和 




def ) 0 根据热力学不等式户是7的下降闺数。等溫綫 

的达样的斜率必然一直保持到它們同液体和气体的平衡曲綫相交 
的点（点&和点 e ) 以外的一段延 
伸綫上；等溫綫的綫段 6 c 和 ed 
各对应于亚稳定的过热液体和过 
冷蒸气，在这两段綫段上,热力学 
不等式仍旧保持®。点&和点 e 各 
对应于彼此处于平衡的液体和气 

体,而它們具有同样的纵坐标 P , 1 - " -/ 

只耍考虑到这一点，那末显然，两 m 17 

条等溫綫不可能以連 M 的方式彼此过渡，它們之間必然是断裂的。 

等溫綫在点 c 和点終止，在这两点，热力学不等式被破坏，即 



①水平直綫綫段 h 所对应的自然是状态在点 6 和点 e 之 w 的完全平衡的等驵 
变化， 在达段綫段上物质分离成两相。 
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变成 0。 把液体等溫綫和气体等溫綫的端点的几何位置标 

繪出来，我們就得到一条曲綫(图17上的』左5)，在这条曲綫上， 
热力学不等式(对于均匀物体来讲)被破坏；在这条曲綫所限;制的 
区域内，物体在任何条件下都不可能以均勻的状态存在。在这条 
曲綫和相平衡曲綫之間的区域是过热液体和过冷蒸气可能存在的 
菡域。显然，在临界点，两条曲綫应当彼此相切，像图17中所画的 
那样。 

至干正在曲綫上的那些点，那末在这些点 之中， 只有唯 
一 的一点 一 临界点左——对应于均匀物体实际存在的状态，因 
为在这一点，这条曲綫同稳定均勻状态的区域接触。根据上面的 
討論，在临界状态我們有： 

(§)r°- ⑽ D 

在下一节中将耍 证明： 对于变成零的状态，要使它是稳定 
的，必須使二阶微商也同时变成0: 

(謀)，0’ （79 . 2) 

幷且三阶微商是負的： 

(諶)， ⑺ . 3 ) 

(79. 1 一 2) 这两个方程式是两个炅有两个未知数的方程式,它們 R 
可能在一孤立的点一物质的临界点——上被滿足。 

由等式 (7 认 1) 和 C 广 C v 之差的公式 （16. 10) 得出 結論： 在临 
界点上 

一，’ (79. 4) 

即恒违下的比热变成无限大，至于比热 G 和絕热扭縮系数則仍 





S 临界点 


^27 


旧是有限的;对丁•后者来讲,根据 （16. 16) 和 (79.1), 在临界点我們 


有: 



可以 证明： 在临界点的条件 (79.1) 也 Tij ■以由下面的考虑得到 5 
在临界点附近，液体和蒸气的比体积彼此接近。用 F 和 F + S 7 来 
表示它 n 我們就可以把两相压强相等的条件每成形式 


P { V , T ) = P(F + 5 F , 7 1 )- (79* 5) 


把等式右边按的冪次展开，再除以很小的但非无限小的量^ 7 , 


我們就求出: 




+ …= 0 , 


由此看 出：当 SF 趋向于0时，亦即在临界点处， 


( 79 . 6 ) 

(韵卢任何情形 


下都 H 当变成0。 

同液体亚稳定状态問題的討論有关，可以指出下述的有趣情 
况。等溫綫上相当子过热液体的綫段（图17上的以）可以部分地 
位于橫軸之下。換句話說，过热液体可以具有負的 ® 强;这样的液 
体作用到限制它的表面上的力是指向液体体积內部的。由此可 
見，压强幷不一定必須是正的量，在 fl 然界中物体具有負値 a 强的 
状态——虽然只是亚稳定的一 也是可 以存在的（关于这一点，已 
經在 U 2 中讲过了 

最后，还必須对在这一节中所作的关于临界点的論述作如下 
的解釋条件 (79.1 — 3)( 特別是，它們是在§8〗中进一步发展的 
理論的基础）的推导实质上是从这样一个假設 m 发的： 在包含临界 
点本身在內的 4 KB 曲綫上，物质的热力学量（作为变量？的 

画数)沒有任何数学上的奇异性，以致这条曲綫只由变成0 
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来表征①。但是实际上在这条曲綫所限制的区域內，均勻的物体 
根本不町能存在，我們完仝有理由預料这条曲綫就是一条热力学 
量奇点的曲綫。伹是直到現在还沒有 A 弄淸楚这种奇异性的特 
性> 幷且也不知道它对上面所閛述的理論的主要結果有什么影 


§80. 在临界点的热力学不等式 

在§ 21屮推导热力学不等式时，我們是从条件(21， 1) 

(SO. 1 ) 

出发的，这个条件对于物体的任何一小部分、在对平衡有任意小的 
偏离下都必須滿足。由此就得到了不等式 




3炉 


9 jSdV 


dV 2 


( SO . 2) 


这个不等式在 


沪 E 


>0, 


才 E 2 ^E ( 才 E \ 3 ^ n 


(80. 3) 


(30- 4) 


的条件下被滿足。这两个不等式中的第一个給出 “>0^第二个 


給出 ( f ) 


CO . 


現在我們所感兴趣的情形< 


9 P 

W 


0相当于极値条件的#殊 


T 


①由于变董变換的雅科俾式变成0,热力学 M 在作为变悬尸和^的函 




数时具有奇点 


© 楫据关于物质在临界点附近的性质的实驗数据，似乎可以认为 ：搛商 


T 


和^在! K 界点变成0这一率实是亳无疑义的。$于兰阶微商是有阪 


的这一假誼，則其苒确性耍远沒有把捶得多。 


S29 



情形，这时 (80. 4) 成为 等式： 

d % (邦 、 


(80- 5) 


(80. 2) 中的二次型現在可以足正的，也可以等千0,視和 
« F 的値而定；因此关十芯- ？ VH - PoF 这个量是否具有极小値的 
問題需要作进一步的硏究。 

显然,我們所需要硏究的正是 （ S 0. 2) 成为等式的 情形： 






(80- 6) 


考虑到 ( SO . 5)，这个等式就可以用下列方式重新 写出： 


才 E 


M + 硫 F 


dS 


因为，所以由此得出結論 ： gr = o ° 因此，等式 ( 8o ■幻表 

示: 我們应当在溫度不变的条件下来考虑对平衡的偏离。 

在恒溫下，我們出发的不等式 (80.]) 取这样的形式： 

8F+JW>G. (80. 7 ) 

把自由能的改变按 SF 的幂次展开成級数（当 T = 常数时),我們得 


到： 

把上式代入 (80. 7), 幷考虑到已假設 m = 0, 我們就求出： 

要使得这个不等式在任何 SF 时都成立，必須使三次項变成0,而 
四次項是負的： 




笫八皋和年新 



必須注意： （ so . 幻成为等式的情形，亦即 


9^ 

3^ 



( 80 . 8 ) 


(这也就是的情形，是不可能的，因为这时条件 @0. 4〕显然 
被破钚 P ( SO , 3) 和 （80. 4) 两式同时变成0也是不邱能的。事实 

上，如我們剛才所_明的，在时的平衡条件要求 

这个量也变成0;如果再把一个新的条件加上去，那末就得到三个 
只具冇两个未知数的方程式， 一 般来讲它們是沒有共同解的。因 
此,比热 C \ 不可能变成无限大。 


S 81- 物质在联界点附近的性 K 


我們假設在临界点滿足条件 



从这些条件出发，可以硏究物质在临界状志附近的状 态的性 质^ 
我們再强調 一下： 这样硏究出来的結果的圩靠性 ， 在弄淸楚热力学 
贵在临界点可能具有的奇异性的特性以前，仍旧是値得怀疑的。 
我們引川这样的符号 ®: 

( 81 . 1 ) 

我們所要硏究的是物质在很小的〖和 w 时的性质。我們把 
按 i 和^的幂次展开成級数，幷只取展开式的头几項： 

H 射紀 〔乩 2) 


①不要把这-节屮的，同农們在其它各节中所用的分齐体积混淆起来 



81 - 物质在炻界点附近的性庾 

在达个展开忒屮沒有正比于《的祺，闪为 w 的系数是压强对体积 
的二阶微商，它在临界点等于0。至于乘积 b 的項，則它无論如 
何总是小于項的：对于正此子 f 的項也是 N 样情形。相反地， 
項我們必須保留，因为虽然〗和〃这两个谞都假設为很小，但 
是对于它們的相对大小却不能作任何假設，闶此項幷不一定 
比項小。 

因为在临界点所以系数 S 必然是 正的： 

B >0. (81.3) 

此外，在临界点附近所有代表物体的稳定状态的点上，都应当 
有： 

-( f )， ' 

例如，溫度太于 t k (即 f >0) 的所有点都应当对应于稳定状态(在 
这些点任何时候物质都不会分离成两相）。由此可以看 m : 系数 j 
也应当是 正的： 

^>0. (81. 4) 

把 (81, 2) 进行积分，我們就求出在临界点附近压强的表达式 

P = —一¥ + ]*(()， (81. 5) 

式屮 /(?) 只是 i 的函数，对于我們的目的来讲是不重要的。 

公式 ( SL . 5) 所确定的是均勻物质在临界点附 S 的等溫綫的形 
状。在 ^>0( 高于临界点)的溫度下，等溫綫 FU ) 是单調下降的函 
数（图18上的曲綫对应于临界溫度 ((-0) 的等溫綫在临界 
点 0=0) 有一拐点（曲綫幻。最后，在低于临界的溫度下 UC 0)， 
等溫綫（曲綫3和幻具有极大値和极小値，在它們之間是 

的曲綫綫段（在图18上用虛綫表 4), 这段曲綫不对应 
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于物质的任何在自然界眞实存在的均 
勻状态 ®。 

在§79中已經解釋过，与液体轉 
变到气体的平衡相变相对应的，是一 
段水平的直綫綫段（等溫綫^上的 
AD) y 是过热液体的等溫綫, DC 是 

过冷蒸气的等溫綫。 

我們来确定点 i 和 Z ? 的横坐标, 
亦即彼此处于平衡的液体和气体的体 
积軸淘％。我們把相平衡条件 M = h 

3 

j 以 — 0, 

J 

式中 I 代表沿着从一相的状态轉变到另一相的状态的相变路徑的 

积分。 1 我們将沿着等溫綫 dBCT ? 进行积分。因为当1 =常数时， 
我們有 

d ^ — VdP '~ (Fbs + 衫)化， 

所以 

^~|^P+FKj(Pn^Fj) — 0; 

1 1 

伹是在平衡状态的两相的压强是一样的 ， Pi = 因此最后有 

2 

k /^0. (81. ti ) 


①实除上，可以預料：在 IT . 确地考虑到热力学 fi 在亚稳定状态边界上的奇异性 
的逋腧中，不綸什么样的曲綫都是根+不存在的。 

© 当然，体积…飼总是指 1 T 一定 廒物质 的体积。 
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把达个积分写成形式 

卜 ( f ■乂 ㈣ ’ 

1'3 

幷且把在临界点附近的表达式 ( Si . 2) 代入，我們就发現被积式是 
w 的奇函数 5 因 此显然 必須有 

矽丄二 一(81. 7) 

现在利用压强相等的条件和公式 （81. 5), 我們就 求出： 

iT > d 

卯 

对于 h 也是一样。由此得出 

1 ?! = — 1? 2 = — ^ ( 81 . 8 ) 

因此外和化按絕对値彼此相等，幷且正比干 - r 的平方根。 

渙旬話說, 枉 V 图中的相平衡曲綫在临界点具有一个簡单的极 
人値。 

要确定对应千亚稳定区域边界的体积 < 和％ (图 is 的等溫 
綫4上的点丑和⑺也很容易。因为在这两点我 們有： 

-< s ) ( — ， 

由此得 m 

■ - 

(81.9) 

达两个体积也正比于 2^- r 的平方根，幷且此在同样溫度下的体 
积 A 和外小倍。 

相变潜热(蒸 发热〉 在临界点变成0。相变潜热的消失所遵循 
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的定律吋 PJJf ! K 列方式揭示出来。因为处于乎衡状态的两相的溫 
度足一样的，而在临界点附近的体积差很小，所以<以把相变潜 
热 写成： 

因为之差正比于 v ^- y , 所以相变潜热也正此于这同 一 
根式。 

最沿，我們来确定比热 （4 在临界点按照怎样的定律变成无限 
太。把(出 .5) 代入公式 


我們就 求出: 


Cf p O-T 



a 




对于在相芋衡曲綫上的状态东說，"正比于公丁，阏而 


§82. 对应态定律 


P 



V 


范德瓦耳斯的内插物态方程（7乂7) 

同前节中所描述的液体和蒸气之間的相变 
的那些性质定性地符合。由这种方程式所 
确定的等溫綫表示在图19中。很容易看 
出，它們类似子描繪在 HI ]. S 中的等溫綫。 
与液体轉变到蒸气的平衡相变相对应的, 
在这里也是水平的直綫綫段，它們的位置 


决定于平衡条件 


& 82 . 对应态定串 
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p 7 dP^0, ( 82 . 1 ) 

1 

在这里所考虑的情形下，积分是沿着范德瓦耳斯等溫綫、在水手綫 
段的起点和終点之間进行的。在几何上，这个条件表示图 w 上的 
两个阴影面积对于同一条等溫綫必須相等 

我們把临界溫度、压强和体积用范德瓦耳斯方程中所包含的 
参量 a 和&来表尔。为此 ，我們 把它写成龄式 

NkT N^a 
V-Nb 一 


幷且令一、二阶微商等孑0 



iV*T , 2 A r3 « n 
一 ( f - ⑽广下 -- u , 

2NVT 6A 〜 0 

i?~NbY F 5 


从这三个方程式 ，我們 求出： 

v ^ 3Nb ， 攸 2 ) 

現在我們引入 


T 


T 

瓦， 




P 




V 


V 




( 82 . 3 ) 


这些量来代替那些量。这彐个量称为对比溫度、对比压强 
和对比体积，在临界点，这三个量都等于1。 

如果把 T \ P % V r 代入范德瓦洱斯方程米代替 T ， P ， F , 那末 
我們就 得到： 


(P r +各)(3广 _ 1 ) (82. 4) 

这就是所謂范徳瓦耳斯对此方程。在这个方程式中只包含 
f , r T 而不包含任何表征給定物质的董。因此方程式 ：( 批.幻 
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■ 

是适合范德瓦耳斯方程的所有物体的物态方程。两个物体具有同 
样的 A p 、 r 的状态称为对应态(显然，所有物体的临界状态都 
是对应态)。由（跑. 4) 得出 結論： 如果两个物体在这三 
个量中有两个量是相等的，那末它們的这些量中的第三个量也是 
相等的，也就是說,它們处于財应态(对应态定律)。 

由方程式( 82 , 4) 所确定的《对比”等溫綫，=穴 ( r ) 對于所有 
的物质都是相同的。因而确定从液体轉变到气体的相变点的直綫 
綫段其位置也是一样的。因此可以得出 結論： 在同样时对比溫度 
下，所有的物质应当 具有： 1) 同样的对比飽和蒸气压、 2) 同样的 
对比飽和蒸气比体积、 3) 同样的同飽翱蒸气处于平衡的液体的对 
此比体积， 

对应态定律也可以应用到从液态轉变到气态的相变潜热 U 
这时起 着 1 ‘ 对此蒸犮热”的作用的应当是一个无畺辆的量，即 
因此可以写成 ®: 

最后我們 指出： 对应态定律此范德瓦耳斯方程要略为普遍一 
些，因为它不包含物态方程的任何具体形式。但是它的应用一般 
来讲仍有很大的局 限性。 


1) 在显著低于临界点的溫度下 ， m 大約等子 mg 是分子的蒸发热 ） n 
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8 83. 由不同粒子抅成的系統 

直到現在为止我們坯 K 限于討論由相同粒子所构戍的系統。 
現在我們要来硏究由不同粒子所构成的系統。由 A 种物质混合而 
成的任何类型的混合物都是这样的系統；如果混合物中有一种物 
质比共它几种多得多，那末这样的物质就称为其它几种物质在这 
种占优势的物质（溶剂）中的溶液。 

如果物质的含最在完全平衡的状态下可以任意給定，那末这 
些物质的种数通常就被称为系統的独立組分的数目。系統的所有 
热力学量在完全平衡的状态下完全由溫度和压强的数値以及独立 
組分的粒子数来确定。如果系統中不同物质之間可以进行化学反 
应，那末独立租分的数目可以与系疣中不冏物质的总数不一致;如 
果这样的系統处于非完全平衡的状态，那末要确定它的热力学量， 
一般来讲必須知道系统中所有物质的含量， 

可以很容易把§24的結果推广到由不同粒子所构戍的物体上 

I 

去。首先，所有的热力学量必須是所有可加性变量(体积和各种粒 
子的数目）的一次齐次函数。 

其次,在热力学恒等式( 24 . 5) 和 7—9) 中，現在必須把 _ 
項写成和式其中仏是第 i 种粒子的数目，而 h 被称 

I 

i 

为第 i 种物质的化学势。相应地，在公式 d 6) 和(24.〗 0) 中，必 
須对化学势和粒子数加注角标 k 为了求出混合物中任一种物质 
的化学势，必須把 E , F , W t 的一个量相对于相庳的粒子数进 
行微分。例如， 
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(83-1) 


这时化学势被表#为座强、溫度和各种物质的濃度（即粒子数之 
比）的函数。粒子 数只能 以比値的形式包含到 R 中去，这是闶为： 
心是的一次齐次函数，所以化学势必然是这些变盘的零次齐次 


函数 。 


根据中是況 i 的一次齐次函数这一車实，从欧勒定理得山： 

^ = : (83 - 2 ) 

t * i 


这是公式 中 推广。 

对于热力势 n, 我們現在得到 




由此再一次得到公式这个公式 M 对于处于外場中的 
物体不能适用，这时物体不同部分的压强是不同的。 

§25的結果也町以直接 推广： 系統在外場中的平衡条件要求 
每一种組分的化学势都像溫度一样在整个系統中都是常数： 

叫"=常数。 （83.3) 

最后1由不同粒子所构成的系統的吉布斯分布具有形式 

切 _, …= exp ， (§3. 4) 

这是公式 (35. 2) 的自然的推广。 


§84. 相律 

現 在我們来考虑由不同物质所构成幷形成几 （r ) 个相 互接触 
的相（每一相一般来讲包含所有的物质）的系統 g 

設系統中独立耝分的数目为〜于是毎一相由压强、溫度和 
料个化学势来表征。我們由 §T7 知道： 由相问粒子所构成的各相 


5 84. 相 窜 


3:玢 


的平衡条件是溫度相等1座强相等和化学势相等。显然,在有几种 
耝分存在的普遍惰形下，备相的平衡条件是溫度相等、压强相等和 
每一个化学势相等。設在所有各相中的共同溫度和茁强是 T 和 P ; 
为了区別屬于不同相和 不同趄 分的化 学势， 我們用两个角标来标 
記 它們： 上角榇（罗馬数宇)代表相，下角标（阿剌伯数宇）代表耝 
分。于是相平衡条件可以写成胲式 







(84. 1) 


这些化学势中毎一个都是 《+1 个独立变量 —— P ， T 和各种耝分 
在該相中的 n -1 个濃度——的函数（在毎一相中冇《个独立的不 
同粒子数，在这《个粒子数之間有 ft — 1个独立的比値)。 

条件 <84. 1) 是一耝 《(/* — ： L ) 个方程式，这些方程式中的未知 
数的数 H 等于1)。要使得这些方程式有解，必禎使它們 
的数0无淪如何不大于未知数的数目，即 

r 

亦即 

r ^^+2* (84-2) 

換句 話說， 在由 w 种独立組分所构成的系統中，可以有不多于《+泛 
个相同时处于平衡。这就是所謂吉布斯相律。在§77中我們已經 
有过这个相律的特殊 情形： 在一种耝分的情釤下，能够相互接触而 
同时存在的相的数目不可能大于 

如果同时共存的相数 r 小于 n +2, 那末在方程組 ( S 4.1) 中 ，有 
- t ■个变量显然可以 具有任 意値。換句話說，可以任意改变 
任何— r 个变景，而不破坏 平衡； 当然，同时其佘的变量是以 
完全确定的方式变化的。可以任意被改变而不破坏平衡的变1的 
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数目，称为系統的热力学自由度的数目 5 如果用宇母 f 来代表它 5 

那末就可以把相律写成形式 

«• 

jf-n+2-r, (813) 

式中 f 当然不能小于0。如果相数等于它的最大可能値 d +2, 那 
末/=0,这就是說，在方程組 (84. 1) 中所有的变量都是确定的 ，其 

I 

中沒有一个能够改变而不使平衡破坏或不使一相消失。 

§85,弱溶液 

我們在 §§85-90 中要硏究弱溶液的热力学性质,所謂弱溶液 
就是：在这样的溶液中，被溶质的分子数远比 溶剤的 分子数要小得 
多。我們首先来考虑只有一种被溶质的 溶液； 对于几种被溶质的 
溶液，可以直接推广。 

設及为溶液中溶剂的分子数，《为被溶质的分子数。我們把 
比値称为溶液的 漉度; 根据上面所作的假設， 

現在我們来求溶液的热力势的表达式。設 0 o a f > T y m 为純 
溶剤（其中沒有溶解任何东西>的热力势^按照公式中对于 
純物质是正确的)，可以把它写成形式 

= A r /Lo(7 J , 2 1 ), 

式中 T ) 是純溶剤的化学势。現在我們 假設: 被溶质的一个 
分子被引到这个溶剂中去。这时，它的热力势发生变化;但是因为 
这一改变显然是不大的，所以可以 认为： 它采取 ^o+aC^T, I)的 
形式，这里的 a 是一个很小的函数。如果再把被溶质的一个分子 
則 到溶剂中去，那末，因为达两个分子的相互作用是完全可以忽赂 
的，所以热力势变成等于中继績这一过程直到所有％个分 
子都被溶解为止，我們就求出溶液的热力势为4^+似。被溶质分 
子谀此叫的相互作用其所以总是咕以忽略不計，是由子我們在卜. 



面所作的假 設:溶 液是很弱的。 

但是在用这种方法得到的表达式 + 中，还沒有用适当的 
方式考虑到这一 事实： 被溶质的所有《个分子都是相同的^換旬 
話說，这个式子和当千是按照公式 (31. 5) 得到的，就好像在計算配 
分_数时被溶质的所有粒子都被认为是彼此可以区別的一样。我 
們知道（荃看 （31. 7)). 这样計算出来的配分函数式陈上应当再除 
以这就使得在自由 能中、 因而也在热力势中中出現附加的 
一項拉 1 Ln n ! 。因此， 

中。 X 叫 ( r ，+na ( P , N ) + IcT Tin w ! 

其次，因为抑虽然比起 W 来很小伹就其本身来讲仍是一个很 
大的数，所以在最后 一項中 可以用 Inn ! 来代替。于是 

4> = i \ 7 ^ j 4-»/ aH-ArTln 子) = A r // o + w 砂 ln (~^ e 斤) + 

現在我們应当考虑到龙一 情况： 少必須是《和^的一次齐次 
函数。为此， M 然必須使得对数中的函数是《和 A T 的零次 阖数 ，所 

以必須反比丁 iV ， 即必須具有的形式。因此， 

_ ■ 

中 = j \> o+— yin . 

__ ■ 

捸后，引入尸和 r 的一 个新鹵数：利 T ) =砂 In f ( P / T ), 我們就 
求出溶液的热力势的表达式： 

I 

Ct-i\> 0 (P, T)-}rnkT ln~-^nxptP 7 T). (86. 1) 

C5 j-T 

在这一打开头我們曾經假設把一項 《 ct 加到純溶剂的热力势 
上去，这个假設实 Et 不是別的，而就是扣当于按《的幂次展开 

( 0 我們在这里忽略掉 帝子效 R ， 这对于嵙溶液一就像对于足够稀薄的气体一 
怍——总是允許的： 
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成辍数幷只保留一次項^山中按《展开的下一冪次的項具有 
n 3 Mdjy ) 的形式，佤是，因为 O 必須是《和#的齐次函数，所 

以/// 5 ,。#)应当反比于 A ' = 达里尽 

只是 P 和: T 的菡数 ^因此，当精确到二次項时，弱溶液的热力势 
具有形式 

2 

<^^N^(P,T)^T lnJL^ nx jj(p^ T). 

eN 


(85. 2) 

在几种物质的弱溶液的情形中，热力势显然具有形式 




eN 


(85. 3) 


以代替 (85. 1)，式中叫是不同被溶质的分子数，而咖 (P, D 是不 
同的® 数^类似地 J85. 2) 式也可以推广为 

中；汉叫十^ + [器趴. （85 ■妁 

i i ijlf 

由 (85.1) 式很容易求出溶剤的化学势 （ p ) 和溶液中被溶质的 
化学势0^):前者等于 

M = = ㈣一 (85. 5) 

后者等于 

j J > , ^~=^ rin ~- h ^ = IcThic + tp . (85. 6) 

cM N 


§83. 滲透压 

在这一节和下几节中，我們将耍硏究溶液的一些性质,幷且仍 
旧认为溶液是弱溶液，因而将利用上节的公式。 

我們假設：同一物质在同一溶剤巾但具有不同濃度 c , 和~的 


86. 渗速压 




两种溶液被一 B 膜彼此隔离开，溶剤的分子可以通过这 S 膜，但是 
被溶质的分子不能通过（半遂膜 x 来自膜的两側的压强在这种情 
况下是不同的（在§12中关于压强相等的討論在这里由于半透暎 
的存在而不能适用）。这两个压强之差称为渗透压^ 

这两种溶液之間的平衡条件是(除了它們的溫度相等以外)这 
两种溶液中的溶剂的化学势必須相等。这时被溶质的化学势是不 
相等的，因为由千瞋的半透性，平衡是只相对于®剤发生的。 

把两种溶液的压强用朽和 A 来表示，幷利用 (85. 5) 式，我們 
得到形式为 

^ CA, T) - cJcT - 内 (P 2 , T) - CajfcT (86. L) 

的半衡 条件。 

压强差匕一巧=^(即渗透压)对于弱溶液来讲是相当小的。 
因此可以把户 ( iVD 按 AP 的幕次展幵成級数，幷只保留头 两項: 

-^.(^ 1 ,^) 4 - 

把上式代入 ( SG . I )，我們就 求出： 

_伹是^幷不是別的，而就是純溶剂的分子体积 v a 因此我們 
得到： 

AP=( Ca - Cl )—- (86. 2) 


如果在膜的一边是純溶剂 UfO , 那末在这种特殊情 

况下，渗透压等于 



(86.3) 


式中《是在溶剂的体积 T 7 中的被溶质分子数 ⑽干 溶液很弱，所以 
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F 在很精确的程度也就是溶液的总体积)，公式 C86. 3) 被称为范 
托夫公式。必須注意到这样 一点: 这个公式适用子一切弱溶液，而 

r r*i r ■ r ri 

与物质(无論是溶剤还是被溶质)的具体种类无关；还必須注意到 
这个公式同克拉泊龙公式的相似性。所不同的只 在子： 在这里代 
替气体的压强的是渗透 Ffi: 代替气体的体积的是溶液的体积;代替 
气体中的粒子数的是被溶质的分子数^ 

最后应当指出：把公式 (S6. 2) 和 (S6. 3) 推广到几种物质的溶 
液的情形是幷不困难的„显然,在这种情况下，滲透压等于毎一种 
被溶质 的渗透 ffi 之和；毎一祌被溶质的滲透茁就是只有一种物质 
被溶解在溶剂中时的渗透压。 . 

§87. 溶剂两相的相互接触 

在这一节中我們来考虑溶剂的相互接触的两相之間的平衡， 
这两相屮的毎一相都各溶解若一定量的同一被溶质。相平衡条件 
是(除/压强相等、溫度相等以外）两相中的溶剂的化学势相等和 
被溶质的化学势相等。我們現在利用第一个条件，幷把它写成 

T) - T) - (87, 1) 

式中~和以是濃度，4 和是純溶剤的两相的化学势。 

应当注意：我們現在所考虑的系統由两种組分构成、幷以两1 
相#在，所以具有两个热力学0 由度。因此在这四个 
量中只能任意选擇两个;如果我們选擇 A 如 P 或 T 和一个濃度，那 
末另一个濃度同时也就完全确定 ®。 

-假如溶剂的两相都不包含被溶质，那末它們平衡的条件就是 

(87. 2> 

(这时两相的溫度和压 强我們用？^ 和/^来代表）。 

I 


①滾度和1之閃的关系原則上可以用两相屮被给贡的化学势相等的条件 


来确定——參看 §38 a 



87. 溶剤两相的相互接触 ^15 

m I I - - -- - 

闪此，当純溶剂的两相平衡时， s 强和溫度之間的依賴关系旣 
然由方程式 ( S 7. 2) 来确定，那末当把不淪仆么样的物质溶解在这 
两相中以后，相应的依賴关系就由方程式 ( S 7.1) 来确定。对于弱 
溶液来讲,这两条曲綫是彼此接 近的。 

現在我們在等式 (87.1) 中把 /4( P ， 和 / 4 ( P , T ) 按 A = 
= iP 和 T - A 二 AT 的幕次展开成級数，其屮 和％ 是在純溶 
剂的相平衡曲綫上某一点的压强和溫度，这一点接近丁在溶液的 
相平衡曲綫上的給定点尸， A 在展开式中我們只保留 iF 和 AT 
的一次項，幷考虑到 (87. 2)，于是由 (SI 1) 就 得到： 

铸磐 AP — 響 VT + 碧厶 尸-郝 

但是一^和^不是別的,而就是純溶剂的第一相中屬于一个分 

子的熵 々和 体积 I 类似地， - |^和_是純溶剂的第二相中 

屬于一个分子的熵 h 和体积^把所有这呰代入上式，我們就 
求出： 

— ■ - A 3 1 + — A - P ^ C ^ i _ 3) 

根据公式 (77. 4)， 我 們有： 

(s 1 -s l )T^q i 

式中 0 是溶剂从第一相轉变到第二相的相变潜热。因此 (87. 3) 也 
可以改写成形式 

+ ivi - v^)AP^= (Ci - o^MT. (87. 4) 

我們来考虑这个公式的两个特殊情彤。首先我們这样来选擇 
A ,% 这一成，以使得鳥=叉干是 AT 就是在同一纵艰标之下两 
条相平衡曲綫之間沿着橫坐标軸的距离。換句話說， AT 就是在溶 
解过程屮两相間的相变溫度的改变，也就是当两相都是溶液时这 
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一相变(在压强尸下)的溫度？ 7 和純溶剂的相变（在同样压强下）溫 
度 K 之差。因为这时所以串 （87. 4) 我們 得到： 

AT = . 們 (87. 5) 

在一相为純溶剂的情形下，、例如貝1 

(87.6) 
3 

如果被溶质不溶于固相，那末就可以由这个公式特別来确定 
出在溶解过程中凝固溫度的改变；这里的两相是液态的溶液和固 
态的溶剂，而 AT 是溶剂从溶液中凝固出来的溫度与純溶剂的凝 
固溫度 之差。 在凝固时热量被釋放出来，即？是負的。因而 AT 也 
<0 ? 也就是說，如果凝固出来的是純溶剂，那末被溶质的溶解就使 
得凝固溫度降低。 

如果被溶质是不揮发的，那末也可以由关系式(打 -6) 确定出 
在有被溶质溶解时沸点的改变；这里的两相是液态的溶液和溶剤 
的蒸气。現在 AT 是溶剂从溶液中蒸发出来的溫度和純溶剂的沸 
点之差。因为在沸騰时热量被吸收，所以 5 f >0, 因而 AT 也>0,也 
就是說,在溶解过程中沸点升高。 

所有这些从公式 (87. 6) 所得出的結論都同勒夏忒列原理完全 
一致。例如，設液态的溶液同固态的溶剂处于平衡。如果增加溶 
液的濃度，那末根据勒夏忒列原理，凝固溫度必然降低到使得一部 
分固态溶剂轉变到溶液中去而使溴度降低。系統对于使它离开平 
衡状态的作用好像具冇反作用一样 & 类似地，如果液态溶液同溶 
剂蒸气处于平衡,同时我們把溶液的濃度增加，那末沸点必然升高 
到使得一部分蒸气凝結到溶液中去而使濃度降低。 . 

現在我們来討論公式 ( S 7. 4) 的另一 个特殊 情形，我們这样来 
选擇尸。,％这一点，以使得 = 于是就是在同一橫坐标 


587* 洧剂两相的柏苴接触 
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之下两条相平衡曲綫之間沿纵坐标的距离，也就是溶液的两相平 
衡时的压强与純溶剂的两相平衡时的压强之差(在同样的溫度下)。 
現在因而由 （87. 4) 我們 得到： 

AP ^ 吧二^. (87, 7) 

V ： - Vg 

应当 注意： 关系式 

AP 1 q 

同克拉珀龙-克劳修斯公式（适用千純溶剂）一致，由于 AP 和 AT 
相当小，因此这也是必然的。 

我們把公式 (87. 7) 庳用于液相和气相之間的平衡 3 在这种情 
形下，一相(液相)的体积同另一相的体积比較起来可以忽略不計, 
因而 ( S 7. 7) 变成 

(87. S ) 

V 


式中 C 是气相（第一相）的分子体积。注意到拉^幷在同样的 
精确度下把 P 兰八代人（尸。是在純溶剂上面的飽和蒸气压)，可以 
把这个公式写成形式 

AP — Po(Ci — ^ i )* (87. 9) 

如果气相是純溶剂的蒸气 （6 = 0, c ^ c ), 那末 (87.9) 具有 

形式 


AP 

A 



(87.10) 


式中 c 是溶液的濃度。这个公式所确定的是溶剂在溶液上面和在 
純溶剤上面的飽和蒸气茁 ( p 和之差。在溶解过程中飽和蒸气 
压的相对降低等于溶液的溴度® (喇 烏耳卑 律)。 


①应当提醒一 T : c 炫指分子溴度(分子数之此 
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§88 - 相对于被溶质的平衡 

其次，設同一种物质在两种不同溶剂（例如，两种瓦不溶混的 
液体）中成为两种相互接觖的溶液而构成一系統，我們来考虑这一 
系統。它們的濃度用字母^和^来表示。 

这个系桄的平衡条件是被溶质在两种溶液中的化学势相等。 

借助于 ( S 5. 6)，可以把这个条件写成形式 

H 1 In + T) = kT In c a + i/j s (p, T). 

菡数也和也对于不同的溶剂自然是不同的。由此我們求出： 

广 —史1 

以= 6 ^^ ⑻ - 1 ) 

C 3 

这个等式的右边只是尸和^的函数。闶此被溶质在两种溶剤之間 
是这样分 配的： 以使得相对濃度(在洽定的压强和溫度之下）总是 
恒定的，而与被溶质和溶剂的总量无关(分配定律) <> 显然，这个定 
律对于一种物质溶解在相互接触的同一种溶剂的两相中的情形也 
是成立的。 ’ 

其次，我們来考虑一种气体(我們把它认为是理想的>和它在 
某种凝聚态溶剤中的溶液之間的乎衡。平衡条件也就是純气体和 
被溶气体的化学势相等，可以把它写成(借助千 (42. 6) 和 (85. 6)) 
形式 

¥T\nc^r 小 ( 尸， T)=kT\nP-bX(T). 

由此我們求出： 

c=Pe TT t (88, 2) 

菌数表征液态（或固态)溶液的性质;但是当压 强不太 
时，液体的性质几乎不依賴 f 压强 3 因此々(尸,？ 1 )对扭强的依賴 
关系可以不予考虑，而可以认为 ： （ ss . 2 )中尸的系数是不依賴干压 
强的常数： 



备相4分被溶质的平衡 


M9 


p 户.常数 （ （88.3) 

因此当气体被溶解时，（弱)溶液的濃度正比于气体的压强（亨利定 
律）①。 
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試求出在处于重力場中的溶液中濃度随高度的变化。 

I 

解我們应用在外力場中的平衡条伴 (83. 3)，幷虬把它对被溶质 写出： 

■-^vs* 

屻1110 + ^1>，：0+»^$ =常数.闶为被溶质分子在重力場中的势能是 m 弘 
G 是高度， m 是分子的质量 ） a 我們把达个等式对必庇进行微分，同时 H 当 
注意 ：溫度 是常数（这是平衡条件之一 )： 


kT dc . . 9 ^ 


dF 

dz 




因 A 溶液的体积等于 




(我們把 o 用 （85.1) 式代入)，所以可以把这个 __a 珎为披溶质一个分子 


"所占有的”体积1心斟此 


kT dc 

m, I p 

c dz 


L 丄 4P 

^ +v -dz 



为了求出 p 对 $ 的依賴关系，我們利用溶剂的平衡条件 


dP 


v - 



Mg = 0 


式中是溶剤的分子体积， K 是溶剂分子的质量 p 把 g 代入前一条 
件,我們就 求出： _ 


kT do 

c d 方 


f mg — Mg 


v 



① 攻捫 假汶： 气体的分子在进入溶液中去时不发生变化 a 如果分子在溶解时分 
解（例如，氫 h 2 溶解到某些 金屬中 去的情形），那末将得到滾度对 m 强的另一种依賴 
关系〔参看 U 01, 习題2)。 

② 在这个条件中包含滾度的項 ( 很小，内而可以忽略不叶(在被溶质 
的平衡条件中，这一項在分母中公存 C , 因而幷不小〕。 
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如果溶涣可以认为是不可甩縮的，即 r 和 v 都是帒数，那末 m 此就求出 

公式 

叫， #令） 

( A 是溶液在==0处的濃度)，达也就是根据阿基米德定律修正过的通常的 
大气压 公式， 

§89. 在溶解过程 中热置 的释放和体积的改变 


溶解过程沣随着热景的釋放或吸收；現在我們来計算达种热 
效应。首先我們来确定由于溶解过程所可能作的极大功 a 

我們 假設： 溶解过程是在恒溫、恒压下进行的。在这种情形 
下，极大功由热力势的改变所决定。假設在濃度为 e 的溶液中再 
溶解一些为数不多的紐个被溶质分子,我們来对这个过程 >t 算极 
大功。整个系統的总的热力势的改变 SO 等于溶液和被溶质的热 
力势的改变之和。因为有个被溶质分子被加到溶液中去，所以 
溶液的热力势的改变为 

冲访这 

dth 

式中〆是被溶质在溶液中的化学势。純被溶质的热力势屯 i 的改 
变等于 

84>(5=—— 

9 n 

因为被溶质的分子被咸少 M 个是純被溶质的化学势乂因而 
在溶解过程中热力勢总的&变等于 

加 （〆 ^). (89, 1) 

現在只需要把〆从 (85. S) 代 进去： 

S<1>= — Bn(/io — ij}^kT la c；, 

即 

3(P= -JcTln (89. 2) 



§?9. 在餡解过稈中热堂的釋放相体枳的改变 

式中 

^ ^ — if 

C 0 ( P 7 T ) = e ~ L ~ (89. 3) 

达个景就是溶解度，即飽和溶液（就是同純被溶质处于平衡的溶 
液）的濃度^这个結論是直接从这样一个亊实得出的 ：在平 衡状态 
下山必須具有极小値，即必須$中= 0。公; A ； (89. 3) 也可以直接从 
溶液同純被溶质平衡的条件（即純被溶质和溶液中的化学势相等 
的条件）得出。 

必須注意：只有在 q 很小的情况下，才可以认为 c D 是同溶液 

的飽和濃度一致的， H 为前面几节的所有公式都只适用于濃度很 
小的情形。 

上面所得到的式子就确定了所求 的功： | S 4>| 这个量就是由+ 
如个分子的溶解所可能作的极 大功； 达个量同时也是为了从濃度 
c 的溶液中分离出 ㈣ 个被溶质分子来所必須耗費的极小功。 

現在要丹算在 恒座下 的溶解过程中所吸收的热设 e 經沒 
有困难 （如果 S^ pCO , 那末达表示热垃被釋放出来）。在恒压下进 
行的过程中 所吸收 的热量等于焓的改变 （g 14)。从另一方面来 
讲，因为 



所以我們有％ 



(89. 4) 


(89.4a) 


_ 第九牵溶液 _ 

= ( 89 . 5 ) 

溶解过程的热效应就是以这种方式同溶解度对溫度的依賴矣系眹 
系起来。我們 看到： 直截正此于 Sw 冈比这个公式也适用于 
任何有限量的物质（岂然是在®液保持为弱溶液的范国內）的溶解 
过程，溶解《个分子时所吸收的热量等于 

Qp = ( 89 . 6 > 

我們再来确定在溶解过程中体积的改变，即純被溶质的体积 
及其所溶入的溶剤的体积二者之和与溶液的体积之冏的差。我們 
来計算由于溶解如个分子所引起的体积改变 ST ^ 体积是热力势 
对压强的微商。因此体积的改变就等于在該过程中热力勢的改变 
对压强的微商，即 


吓 =_ ：帥 . (89. 7) 

从(89, 2) 把^>代入，我們就 求出： 

_ ■ 

SF —JeTSTir^ln Cq. (89. 8} 

d Jr 

在結束这一节的时候，应当 指出： 公式 (8 S . 6) 是符合勒夏忒列 
原理的。例如我們 假設： 3仏是負的，即在溶解过程中热量被釋放 
出来。我們来考虑飽和溶液;如杲使咆冷却，邶末根据勒夏忒列原 
理，溶解度必然升髙到使得溶解继績进行。这时热量被釋放出来， 
即系統对于使它离开平衡状态的冷却过程好像 K 有反作用一样。 

从 (89. 6) 也可以得山同样的結論，因为在这种情形是負的。 
类似的討論也可以证明公式 (89. 8) 同勒夏成列原理是一致的 a 

I 
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L 試求出在形成袍和溶液时所可能产半的极人功。 


§ f '0. 被溶质的相 互髟昀 
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M 在溶解前，純溶剂的热力势是，純被溶质的热力势是 ftd 。 整个 
系統 S 热力势是 

在溶解启的热力势是 

极大功是 

®mai = 中 1 一中？左 一 wfcrln^r+yi(d;f ) =nkT ln^-, 

(把 （89. 2) 式进行积分也可_到这个啟）。如果形成飽和溶液 ， !Pc = c a , 
界=沁=灿4那末 、 

B masc = nkT ^ Nc i } kT . 1 

2. 試求出为了从漤度为以的溶液屮分离出一部分溶剂来以使溶液的 
溴度达到 G 所必須怍的极小功。 

解在分离以前，溶液的热力势是 

P 

Oj = N^NdkT 

(被 溶质的分子数是 iVc 1; iV 是溶剂原米的分子数)。为了使溶液的滇度达到 
&必須从其中分离出个溶剂分子。剩 K 的溶液的热力势和被分 
离出来的溶剂的热力势二者之和为 ^ 

I 

^ 2 = N^^-NcikT lu^-+ 

极小功是 I 

E^^O^^^NcthT In% 

§90. 被溶质的相互影响 

r L 

我們来考虑两种不同物质在 j 司一溶剂中的弱溶液。假如这两 
种物质的侮一种单独溶解时的溶解度（它們的飽和溶液的濃度)各 
为 Cw 和 C M ®， 那末这两种物质彼此同时存在时的溶解度可設 为： 


①自然应当假設：飽和溶液也还沿很躲的 T 以致 我捫的 全部公式诂旧适用， 


第九章溶液 


c w = c 01 + 古 Coi 和 Co 2 = Coa + Scoso 我們来确定苫如和 ^ Coa 之間 
的关系。 

耍解決这个問題，显然在热力势中必須考虑那些同时包含这 

I 

两种被溶质的濃度的項。这样的項是在二次顼之中。根据(劝，4)， 
两种物质的溶液的热力势精确到二次項时等千 


中 = iV^io + 抑]虹 In h + 叱如 + 

eN eN 

. 4 私 1 , ^33 r » l « 2 ^ 

商种被溶质的化学势各为： 

3 c^i 

M = 砂 in c t + 如 + Cj ^ u 4 - \ 

t 9 T.rtl t I i 4 ^4 A 1 


(9 a 1〕 


/^=^— = ^ Inc 3 + ^ a 4- Ci /3 is + C 3 fe ^ 

(^=1，, <^穿)。 設 m 和 为純被溶质的化学势 J 溶解度 w 
和由毎一种純被溶质同在溶液中的該种被溶质处于平衡的条 
件来确定，即 

^- fcTlnCoi+^i + Coi ^ n ,) 咖 o 、 

卜 (,yOj ^ ^ 

— J^T ltl Cq2 H™ ^3 H - c 02^22，) 


而溶解度 cL 和以 2 則由平衡条件 


ATln ‘ + 也 + 4 由 1 + Cos ^ ls , 


Z^OS^ 1 /!? 7 In (^2+1^2+ c (^22+ Cai^j.5 


也2， } 
lfe ) 


(90, 3) 


来确定 


□ 


从 (90. 3) 中把 （90, 2) 逐項賊去，幷认为溶解度的改变很小 
(Scoi^coj, Sc 的 《<：。 3 )，我們就近似地 求出： 


Scoi 

Coi 


=一 ^02^12? 


^ Cqs 

Coa 


- Cot^lQ 


因为幷旦对于叫 3 有类似的芜系式。由此 

Cpt 



我們求出: 


强电解质溶液 


■■■P ■ I ■■ 
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Sc 0i = S^oaj \ <9G-4) 

即两种物质的溶解度的改变彼此相等。 ! 

类似地可以确定出两种被溶质彼此同时存_时的飽和蒸气压 
的改变。設尸 1 和户 3 为两种被溶质各以濃度 Cl > Q 单独溶解时 
的飽和蒸气匯；設忾=6+35和为这两种被溶质 
仿各以濃度以和&同时存在于溶液中时的蒸气 j 压。两种被溶质 
在蒸气状态的化学势为 InPi + X ^ T ) 和 ^hniVhXsO 7 )。 

因此匾强和 A 由关系式 

M T inf \ + X 1 ( r n = M'ln ) 

JcT In P3 + X2CO — kT In {^+ 々 2 + g 3 疗 2a— f 

来确定，而朽和 k 由关系式 

hT In + Xi = In ci + + c^n + c^i 2? 

¥F In = ^T In c a +t/r 2 + Ca^a+ €±0^ 

来确定 & 


(90. 5) 


(90, 6) 


从 (90, 6) 把 (90. 5) 逐項减去，幷认为压強的改变从\和 SP 2 
很小，我們就求出： 

姓空=^如 kT 给=喻” 

由此得出 


名 Pi = Pi<h 
S_Pg 


(90, 7) 


因此，飽和蒸气压的相对改变 g 和 ^ 反比于其相应的濃度 & 
和 c^ 0 


S 91，强电解质溶液 

强电解质就是在溶液中几乎完全离解成离子的物质；在前节 
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中所用的把热力:学自数按濃度的幂次展开的方法对于强电质溶液 
这神重要情形来！說交得完全不适用了。离 T 問的 E 侖相互作用随 
距离繞 慢地下降:，这使得在展开式中出現比激度的二次幂較低幂 

I 

次的項^实际、上；4|■次基 

很容易看出 | 寻求强电解质的稀溶液的热力学函数的問題，可 
以归結^为几乎完 I 全电离的理想气体的間題，这神情形已經在§ 74 
中討論过了。为 V 理解这一点，我們从确定自由能的統計学基本 
方程式 （31.5) 出我們分两步来求出配分函数中的积分。首先 
我們对；溶剤粒子的坐标和动 i 进行积分。于是配分函数取 

e 

■ 

的形式，式中积分只遍及被溶质粒子的相空間，而 JXP ，？） 是由溶 
剂和加入的离子一起构成的系統的自由能，而以离子的坐标和动 
鼍作为铪定的参我們从电动力学 知道： 放在媒质中的电荷系 
統的自由能（在媒质的铪定体积和溫度下）可以从电荷在自由空間 
中的能查求出来， ； 只要把电荷的每一个乘积都用媒质的介电常数 
衣除一下就行了①。因此在推导溶液的自由能的最后表达式时，其 
佘的計算就像在§ 74中所进行的一样^ 

I 

因此根据 (74. 12)，强电解质溶液的自由能中所待求的那部分 
® 献由 f 式給此 

灞 

式中求和_及溶液中所有类型的离 TS 幷类粒子的数目用 J» a 
來代表，以同这一章的符号一致。在給定的压力和溫度下，上式也 


①达种陈述暗含看离子冏的距离圯分 > 的尺度大得多的意思 P { H _^ 我柄从 
§ 74知迸：在这里所考虑的近似中，正是这样的钜离才有貢献。 
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代表对热力势的貢献> 如果我們用 V=Nv 来引入溶剤的克分子 
体积〆 P，T)， 那末我們就可以把溶液的热力势写成形式 


屯； N^yt a kT ln^-h^Kfl^a — 

il a 






(91 1 > 


我們可以从这个式子用通常的法則推导出电解质溶液的任何 
热力学性质。 

例如，如果我們要計算渗透压，那末我們可以写出溶剂的化学 


势: 




¥T 


CE 3 S 豕、 




vkT 


(91, 2) 


因此我們可以用像卩部中一样的方法求出（在純溶剂的边界上 


的）渗透 S 为: 


AP 


¥P 


了)‘ 


(9L 3) 


溶液的 焓为: 


W ^~ 


- 喉 D, 

Nw ,-^ n a ^^ 

a 


剖 v , v i 


(9L 4) 


由这个式子我們可以求出 1 ‘溶解热” Q， 所謂溶解热就是当我們把 
大量的溶剂（在恒定的尸和 r 下）加到溶液中去以致濃度趋近了+0 
时所釋放出来的热量。在这个过程中釋放出来的热量由焓的改变 




S58 


第九章溶液 


来确定。在 (91. 4) 中綫性依賴于粒子数的項显然对我們所求的差 
沒有貢献，因此我們 得到： 

和糊\芩-#囁(点) . （㈣ 

上面所得到的公式能够适用的唯一条件是濃度足够小。电解 
质很强这一假設正是表示正、負离子間的吸引能量必須总是小于 
kT 。 因此，在比分子尺度大得多的距离下，相互作用能必須此7// 
小得多，因而 




fekT \ 

W / 




这一条件（参看 (74 J ) 式)就同溶液必須很稀的条件一样。 
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試求出强电解质的溶解度（假設很小）由于加入一定最的另一种电解质 
C 这神 电解质 的离子沒有一种同原来电解质的离子一样)而引起的改变， 

解强电解质的溶解度(即飽和溶液的濃度）由下列方程式所确定： 

m ( P > T ) = 

a a ^ a 

-; ㈤ 货寸' ⑴ 

式中是固态純电解质的化学势 ，〜 是电解质的一个分子中 a 类离子的 
数目。如果我們把其它离子加到溶液中去，那末，因为和式必須包 

b 

括所有川現在溶液中的离子，所以原来离子的化学势将由于这个和式的改变 
而改变。如果我們用 《 4 /iV = 〃 9 c & 来定义溶解度 c „, 那末我們就可以在恒定 
的 P 和3 1 下把 (1) 式进行变分来求出它的 改变： 


☆ 作 ㈣ 鲁 A T2 S^ 
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变分中的和式只 fei 括被加进去的离子类型。应当注意:在我們所考虑的悄况 
下，溶解度是墦加的。 

§92. 理想气体的淀合物 

热力学量(例如，能量、熵等）的可加性只在物体各部分之間的 
相互作用可以忽略示計时才能成立。因此，对于几种物质的混合 
物——例如, 几种液 体的混合物,热力学 S 幷不等于混合物各个耝 
分的热力学畺之和。 

例外的情形是理想气体的混合物，因为根据定义，它們的分子 
之間的相互作用是可以忽略不計的。例如，这样的混合物的熵，等 
于构成混合物的毎一种气体的墒之和，而毎一种气体的体积就好 
像其它的气体都不存在而等于整个系統的体积，毎一种气体的压 
强就等于該种气体在混合物中的分压强。第 i 种气体的分压强 
Pi 可以用整个混合物的压强 P 来表示如下： 

p f =,^?=-^ Lp J (92,1) 

式中及是混合物中的分子总数 * 是第 i 种气体的分子数=因此 

根据 02. 7)，两种气体的混合物的熵等于 

(92. 2) 

及 i Jva 

或根据 (42. 8)， 等于 

S 一 In P 1 - N^k In P 3 - N x %i (T) -- 

= InP-Ntkln^-N^h In 辱 - 

N N 

- av ^ ct )— 瓜 x^cn. *(92-3) 

混合物的 fi 由能根据 (42. 4) 等于 

/= - i\\¥V \ n ^- N 2 hT lnf+AWTHUyr). (9‘A 4) 

JS 1 Wg 

类似地，对千热力势中我們可以用 (42, 6) 求出： 
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<P = 砂 In 尸! 十 N 2 kT In P a + + = 

^NxOcT Jn P+Xj)+A 7 2 a7 T lnP+^ + AW ln^ + 

N 


4-iV 2 M T In-^. (92. 5) 

N 

由这个式子可以 看山： 混仓物中两种气体的化学勢各等于 

lnPi + Xj^^rin^+X^^ln^rj 

" t |(92,6) 

= In P a — P + X 2 + /? Tln J ~^j ) 


即每一种气体的化学势所具有的形式就像 m 强为乃或的純气 
体的化学势一样。 

应当 注意: 气体混合物的自由能 (92. 4) 具有形式 

方=&(%， f ， r ) 

式中朽是第一种和第二种气体的自由能作为粒子数、体积和 
溫度的雨数;茧于对于热力势則类似的关系式不再成立:混合物的 
热力势 o 具有形式 

O-cbiCiVi, P,T) h^(N^P,T) +NiMT in^+N^hT In^-. 

N N 

我們 假設: 有两种不同的 气体： 粒子数各为 A 和 N st 各处于 
体积为6和7 3 的容器 .中， 但具有同样的溫度和同样的扭强，然 
后把两个容器联結起来，因而气体被混合在一起。混合物的体积 
是而压强和溫度 fi 然仍旧保持不变。但是这时熵却发生 
变化:在混合以前,两种气体的熵等于它們的熵之和： 

混合以后的熵根据 (92. 2) 是 

m 

JS=N^k In-^CFj + F^ + .V^ In^CF^ F 2 )- 

/V ^ A 1 _ 



§93. .司位索混 A 物. 


361 


熵的改变是 

AS ~ JSo = Nile la — - a + N^k In ^ ^ 

因为在同样的压强和溫度之下体积正此于粒子数，所以 

^S = N l k ln«4 -+ 财 ln| (92. 7) 

A . 2 

这个量是正的,即熵在混合以后是增加的；内于过程显然是不可逆 
的，所以这是理所3然的。 AS 这个⑥被称为混合熵。 

假如两种气体是相同的，那 末容器 眹結后的熵就 会是： 

Jn ^" j g ^ (iVi + N 2 )f(T ) s 

A r i 

但是闶为 = | = 由于压强和溫度都相等)，所以熵的 

A ■ 丄 -hA^ IS \ A ^ 

改变就会等+審。 

因此，熵在混合过程中的改变正是由于被混合的气体的分子 
不同之故=这相当于这样一个 事实： 如果耍把一种气体的分子同 
另一种气体的分孑重新区分开来，就必須耗費一定的功。 

§93. 同位棄混贪物 

不同的同位素（在任何聚集态）的混合物是一种特殊的“溶 
液' 为了簡单明确起見,我們在下面只討論同一种元素的两种同 
位素的混合物，虽然这同样的結果也适用于任何种数同位素的混 
合物以及分子由不间的间位素所构成的复杂物质（化合物）。 

在經典力学中，同位素粒子的不同只在于它們的质量不同;至 
于不同同位素原子的相互作用的規律則是完全 一 样的。这种情 
况，使得我們能够把混合物的热力学量非常贿单地用純同位素的 
热力学量表冶出来。在計算混物的配分函数时不同之处主要只 
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在于： 不是像在純物质的情肜一样用去除相空問的体积元，而 
是必須用混合物的两种組分粒子数的阶乘之积 AM iV 3 ! 去除相空 
間的体积元。这就使得在自由能中出現附加項 

N^T l n 晏 + 爪砂 [n 与 

N N 

(式中这两項相当于在5淞气体温合物的惰形中 
所时論过的“混合熵”。 

同样的項也出現于混合物的热力势中，后者可以写成形式 
<P = N^T In4f + iV^ 0 i + N ^ a2 , (93. 1) 

iV A 1 

在这里和吻糾 2 是毎一种純间位素的化学势；它們之間只相差一 
个乘以溫度的常数： 

^01_ 抑 2 = ln-^ ? (93. 2) 

2 m 2 

式中 mi， 是两种同位素的原子质量（这个差是由于在配分函数 
中对原子的动量进行积分而产生的;在气体的情形中 ，（93. 2) 式就 

I 

簡单地是化学常数之差乘以 mo 

化学势之差 (93. 2) 对于铪定物质所有的相都是一样的。因此 
相平衡方程式（两相的化学势相等的条件）对于不同的同位素是相 
同的。例如,可以肯定：在經典近似下，不同的純同位素的飽和蒸 
气压是一样的。 

只有当物质可以用經典統計来描述时情况才达样鮪单。在最 
子理論中，由于分子的振动能級和轉动能級的不同、原子核自旋的 
不同等等，同位素之間的区別要深刻得多。 

但是重要 的是： 即使在热力学量中考虑到一次修芷項(妒 項; 
参看 S 33) 时，混合物的热力势仍旧可以写成形式 （93. 1)。事实 
上,达些修正項具有和式的形式，幷且每一項只包含一个原子的质 
量(参看自由能的公式 (33. 15)) l . 因此可以把和式中的这些項这 


_593, 间位索 灌 合物 _ S 03 

样归幷起来：以使它 們被包 括在化学势抑 i 和抑 2 中；結果公式 
(93. 1)( 当然不是 (93. 2)) 仍旧有效。 

应当注 意到： 热力势 (93+1) 形式上和任意两种气体的混合物 
的热力势 （§ 的）一样。具有这种性质的混合物称为 理想混 合物。 
因此同位素混合物在精确到包含护数量紙的項在內^理想的。 
在这种意义下，同位素混合物是一种特殊情形，因为不同物质（不 
是同位素）的凝聚态混合物只有在非常粗链的近似下才是理想的。 

在公式 (93.1) 能够适用的范圍內，可以对同位索的凝聚态混 
合物上面的同位素蒸气压作出一些結論，这个混合物的两种組分 
的化学势等于 

In Ci + / i ou 

= W In 

(式中 (V-f, = f 为同位索®度。)令它們等于在气相中的 

化学势（具有形式设 In 户 1 + %1(20和砂111 Pa+XsCO)， 我們就 
求出蒸气的分压强为： 

尸 1 = i ? oi c x> (93. 3) 

p 

式中和巧 3 表示毎一种純同位索（在袷定溫度下）的蒸气应。 
因此两种同位素的蒸气分压强正比于它們在凝聚态混合物中的® 
度。 

至于純同位素的飽和蒸气压,則如上面所指出的,在經典近似 
下, PoxtPo?。 在考虑到量子效应时，它們之間出現差別。这种差 

別不可能以普遍的形式对于任何物质訃算出来。这样的計算只可 
能对单原子元素（稀有气体）来进行而精确到V項 CHerzfeM, 
Teller, 1938)' 


* 譯者法： K. F. Herdeld, E, Teller, Phys, Hev,, 54,912(1938). 
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对液相热力势的修正項可由公式 (33.15)® 来 确定; 对于一个 
原子来讲，我們得到化学勢 






2AmkT 



式中 



是在液体中从其它原子作用到一个原子上的力的均方値。至于气 
体的化学势，則仍旧等于共經典的表适式，因为气体的粒子(原子) 
間的相互作用是可以忽略不計的 a 令波体和气体的化学勢相等， 
我們就求出对蒸气压的經典値的修正項，而我們所咸兴趣的两种 
同位素的蒸气压之差等于 

- : m - 4) 
式中匕是和的共同的經典値。我們看到：这个差由两种 
同位素的原子质 a 倒数之差来确定，幷且輕同位素的蒸气压太于 
重同位素的蒸气杻^ 


S 94* 在暹溶液上面的蒸气压 


現在我們来考虑溶液同它上面的蒸气之間的平衡,一般来讲, 
这时蒸气也是由两种物质构成的 & 我們所考虑的溶液可以是弱溶 
液，也可以是强溶液，即溶液中两神物軚的含量可以是任意的。順 
便提醒一 下:在 § 87中所得到的結果是只适用于弱溶液的。 

因为溶液和蒸气彼此处于平衡，所以两种組分在溶液中和在 
蒸气中的化学势 H 和此彼此相等。如果用 JV ? 和表示两神 


①我們再一次利用这样 一点： 加到两个不同的热力终上的撖小枏虽用相应的变 
聚来表示时是彼 ft 相等的（515久 



§54. 在浪溶液上面的族气 E 




物质在溶液中的粒子数，那末对于溶液来讲，我們可以把恒等式 
(24. H) 写成形式 

dn= 一 NgdfH-N\dh- 妒 dT- PdVK (9^-1) 

在这里別和尸是溶液的熵和 体积； 溫度？ 1 和压强 p 对于溶液和 
蒸气来讲是相同的。 

我們假設:溶液上面的蒸气是这样稀薄，以致可以把它看成是 

理想气体;即蒸气的压强很低。由千达种理由，在 (94. 1) 屮我們忽 

■ 

略掉正此于尸的各項，即忽略掉 P 祝和 dn。 我們首先在恒溫下 
来考虚所有的微商 D 于是我們从 0M. 1) 得到： 

M 

(94.2) 

另一方面，对于气态的相来讲， 

/x 卜 M 1 In Pg + X 2 (T) , 

在这 M 和 A 是蒸气的两种組分的分压强。把达两个式子（在 

数下）进行微分，我們 求出： 

dfj.1^ hTd In Pi> kTd In P 2 . 

以此代入 (91 2), 我們 得到： 

N\d hiP^Md InA-O. (94 3) 

我們引入溶液的濃度 f 来表尔第一种耝分的粒子数对粒子总 
数之 此： 



ni + nV 


幷且以类似的方式引入蒸气的濃度％分压强和各等 于蒸 
气的总伍强 P 与相应的耝分的狻度的乘积，即巧=^6 P 2 - 
= a -^ P a 把所有这些代入 （94. 3), 幷用溶液中的粒子总数 
心擧爾 去除这个方程式，我們就 求出： 

^d{\nPx)-bO-Odl\nP(l-x'}'] a 
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由此得出 

即 


d{lnP) = -frX 


f=a?—a?(l —x) 


9(jn P) 


( 94 . 4 ) 


这个方程式把溶液和蒸气的涣度同蒸气茁对蒸气溴度的依賴 

关系联系起乘。 * 

如果考虑这些 i 对溫度的依輯关系，那末还可以得到一个普 
■ 

逼的关系式。我們来对一种組分例如第一种組分弩出蒸气中和溶 
液中化学势相等的 条件： 

r 90^ 

^爾. 

用 T 除等式两边，幷注意到相对于粒子数的微商是在恒溫下来取 
的，我們就可以 写出： 

T 9Nf T' 


現在我們来取等式两边相对于溫度的全微商。同时在足够精确的 
程度下可以 认为： 凝聚相(溶液）的热力势是不依賴于 ffi 强的。再 
注意到对溫度的偏微商是. 

嘉睪 一 ^(n 盖) 一各 

我們就得到下列矣 系式： 


s 3 InPi . 
~ 2 T = 对 一 


dw v 
丽 * 


( 94 - 5 ) 


在这里唞是第一神物质的蒸气的分 子焓; 而微商4^表示当把这 

神物质的一个分子加到溶液中去时溶液的焓的改变。因此 (94. 5) 
式的右边表示当第一神物质的一个粒子从溶液过渡到蒸气中去时 
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所吸收的热 fi 。 在第二种物质不出現时，关系式 (94, 5) 变成通常 
的克拉珀龙-克劳修斯方程式 t 

式中 Pw 是純的第一种物质的蒸气压，是它在液态的分子焓 a 
把这个方程式从 (94. 6) 中逐項减去，最后我們就得到下列关 系式: 

妒去 - ln 壳=，， (94. 6) 

式中用-婢来表示分子的“溶解热”，即一个粒子从液态 

的第一种物质过渡到溶液中去时所吸收的热最。自然，对于第二 
种物质也可以写出同样的关系式。 

j 

§ 35 . 溶液的热力学不等式 

在§ 21中已經 证明： 物体只能够在滿足一定条件——听謂热 
力学不等式一的状态下存在。伹是我們所推导出来的这些条件 
是針对由相同粒子所构成的物体的。現在我們来对溶液进行类似 
的硏究,幷且只限于考虑 M 有两种物质的混合物的情形^ 

在§ 21中我們用来作为平衡条件的，不是整个封閉物体的熵 
为极大，而是一个等效的条件，这个等效的条件所要求 的是： 使物 
体的任一小部分从平衡状态改变到其它任何相邻状态所必需的极 
小功大于0。 

現在我們也用类似的方式来进行。我們从溶液中划分出一小 
部分;其中的溶剂和被溶质的粒子数設为#和~在平衡状态，这 
一 部分的溫度、压强和濃度等于这些 ft 在溶液的共佘部分（起着 
“外界媒质”的作用）的値。要使我們所划分出来的(包含一定数目 
及个溶剤粒于的)这一小部分所具有的溫度、压强和被溶质粒子数 
各与它們的平衡値相差微小的(但不是无限小的)量 SP 和3% 
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必需作一定的功,現在我們来求这种功的极小値。 

极小功是在过程可逆地进行时所耗費的。这时由外源所作的 
功等于系統能量的改变，即 

Si ? m i r — 8瓦+ S 万0 

(沒有角标的量是屬于所选定的这一小部分的，有角标0的量是屬 
于系統的其佘部分的）。从热力卞恒等式把3万。的表达式代入， 

忒中 〆 是在媒质中的被溶质的化学势；溶剂的粒子数在所考虑的 
过程中不发生变化，因而对于溶剂的类似的一項沒有必要写出 
由过程的可逆性，可以 得出： bSdS ， 而由整个溶液的总体积 
和被溶质总设都守恒，又有： 8 n 一 Sn 0 。 把这些量 


代入上式,我們就求出所求的极小功的最后的表 达式： 

8 B min = hE - T q 8 jS ^ F q 8 V - /4 Sn . (95 - 1 ) 

由此可見，作为平衡条件,我們可以耍求对于溶液的任何一小部分 
来讲必須滿足不等式 

BE — 一 〆 如 >0- (95 - 2) 

I 

像在 S 21中一样，以后我們将省略掉各变分（各量对其平衡値的 
偏离) 的系数的角标0;我們所指的总是这些系数在平衡状态的値。 
我們把按 ar , M 和糾的幂次 M 开成級数 （把五 看成是 
厶和《的菡数) a 取到二次項为止， 




ds 


9 V 


du 




① 媒 M 的热力学恒等式 C 在恒定的 汉下） 为 

a 为可以把媒质的 r 0 ， p 0 , ％这些垃认为是常数，所以把这个恒等式进行积分后，所铪 
H 的 E ^ S 0 j V Uj n c 这些量的有限小改变之問的关系式仍具有同样的形式。 

注意不要把同純被溶质的化学势瘅淆起来！ 







但是 


dE 

W 


— 尸， 


3 JS 


dE 

2 n 


因此，代入 (95,2〉 后， 


次項都被消去，因而我們得到 




CfilP 

+ 皆制晶⑽ > a 


(95, 3) 


由二次型的理論我們 知道: 要使具有三 个变量 (在 这里 所考虑 
的情形 下是^^和 Sra ) 的二次型总是大于0,它的系数必須滿 
足三个 条件， 对于 (95.3) 中的二次型来讲 这三个 条件的形式为 

逆 E 才 E 

§T 3 FaS 3 F 3» 

3^ d^E 

'dsw 涵 >0s 

3 a i T 抑 才 e 
2ndV dn9S 3» a 


泛 E 沪 E 
3 F 2 W 9 S 


ds^v 




> 0 , 


3% 

9^ 


> 0 . 


(95 + 4) 


把茗对 F ， 尽 n 的微商的値代入这些条件，就可以把它們写成形式 

gp 3P 

dS 3 k gp gp 

dT 9T 9T rt 3^ W 八 dT^ 

W 9 S 9^ ^ ^ <0 ^ 3 ^ >a 


3 〆 3 〆 afx } 

W 9S 


dT 9 T 

W Is 


> o . 
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每一个微商是在 F， & «三个变量中的其余两个保持恒定的条件 

a 

下来取的。这些行列式都是雅科 俾式： 




4 (黯)产 ( 


9T 


>0. (95.5) 


9(.V,S,n) \d{V,S)/, ^ \邶 

达三个条件中的第二个和第三个給出我們已經知道的不等式 


(w\ jn 


<0和 ^>0. 


至于第一个条件， 則可 以用下列方式来进行 变換: 

职 T，〆) /3〆 


3 CP ， T ， 〆 ） d ( P ^ n ) 


9n 


P^T 


3(F，^«) W， 心) 


d ( P y T , n ) 


/3CF, S) 

\ dlP ^) 


<0. 


n 


因为根据 (95. 5) 中的第二个条件.上式中的分咼小于0,所以必祺 
有： 

(^ r ) >a (95. b ) 

\ / p t T + 

用涣度 来代替％我們就求出（因 为汉是 常数） 

d >0 _ 慨 7 ) 

因此,除不等式(|\ <0 和 C v >0 以外，在溶液中还必須滿足 

不等式(邪 . 7)。 

应当注意 :对于 弱溶液来讲，# = 因此不等式 (95. 7>总 

dG C 

是滿足的。 

需要作特殊考虑的是 

(樂乂, ( 95 8) 

的情形。这样的状态称为溶液的赂界点；关于这个观念的其它方 


95. 溶掖的热力学不等式 
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面将在下一节中討論。 

条件 (95.8) 相当于 (95-4) 中的第一个行列式(兰級行列式)变 
成0。在这种情形下，二次型 (95. 3) 可能变成0 (取决于 S 尽 
的値)；为了要掲示出不等式 (95-2) 在什么条伴下成立，必須趼究 
在它的展开式中的更高次的項(参看§80夂 
二次型 (95. 3) 可以恒等地改写成形式 

' - 8別 T-SFSF+ SkS 〆. (95 - 9) 

微"屬我 們有： 

闪此，如果和等于0，那末〗 〆也变成0，与此同时，整个 
(95. 9) 式也变成 0®, 丙此要硏究二次型变成0的情形,只要考虑 
在 M 定的 T 和 P 下所发生的对平衡的偏离就够了。 

但是对于这样的偏离来讲，可以把不等式 (95. 2) 写成形式 

帥一 

在恒定的尸和 r 下，把 s 山按如的幂次展开威級数，幷注 意到： 
$= 〆 ，我們就 求出： 

备笔 裂1… >o 

2 9 n 6 24 dn s 

(所柯的微商都是在恒定的尸和？ 7 下来取的)。如果那末 

要使得这个不等式在所有的如下都被滿足，除非是在加 3 的系数 
变成0、而同时的系数大于 I)的条件下才是可能的。 

①至于 CS 5.4) 中的第二式或苐三式变成 （） 的情形，則都是不可能的，因为这时 
共它两个条件显然也会被砥坏 C # 肩 § K > 的末尾） & 








闶此在临界点，必須与等式(的. 8) 同时成立的 还有： 

(氣 =°’ ⑼屬 

(銳， 0 . (95 . 11 > 

(沾. S ) 和 (95. 10) 这两个等式在 i >， T ， c 的坐标系中确定一条曲綫 
(称 Xj 临界綫)。 

但是必需强調 指出： 上述关于溶液中的临界点的討論，是以 
在 S 79中对純物质的临界点理綸所作的保留条件为前 提的： 这些 
討論是以假設热力学董(作为 n , V , r 的函数）沒有奇异性为基础 
的；由于这一假設缺乏根据,所以我們也就不能肯定上面所得到的 
結果是否正确。 


§96. 平衡曲綫 

由相同粒子所构成的物体的状态决定于任意两个 t (例如户 
和 T ) 的値。 

为了确定 及有两 种組分的系統（二元混合物)的状态，必須給 
定三个量一例如 A r 和涣度^在这一节和下面几节中，我們把 
混合物的濃度定义为混合物中一种物质的含最对两种物质的总量 
之比，幷用符号$來代表它 （ M 然，以取从0到1的数値)。二 
元混合物的状态可以用三維坐标系中的一点来代表，这三 个坐杬 
軸表示这三个量的値（类似于在相同粒子所构成的系統中我們用 

手面上的一点来代表它的状态\ 

根据相律，一个二元組分的系統可以由不起过四个相互接触 
的相所构成。这时这种系統的 n 由度数对于两相来讲等于二，对于 
二相来讲等于一，而对干四相来讲等子幂。因此，在三維坐标系中， 
代表两相彼此处于平衡的状态的諸点形成一个 曲面； 代表三相冏 
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时存在的状态的諸点(三相点)則在一条曲綫上（称为三相点綫或 
三相綫）；而代表 四相同 时存在的状态的点則 只是 一呰孤立的点。 

我們記得（§ 77)： 在只有一种組分的系統的情形中，两相处于 
平衡的状态是由 P ， : T 图上的一条曲綫来代表的；这条曲綫的毎一 
点所确定的都是两相的 m 强和溫度（根据平衡条件,它們在两相中 
是相同的)。而在曲綫两側的諸点則代表物体的均勻态，如果坐标 
軸所表示的是溫度和体积,那末代表相平衡的是这样一条曲 綫:在 
这条曲綫以內的諸点代表分离成两相的状态，这两相由常数 
的水平綫同平衡曲綫的交点来代表。 

对于混合物来讲，有类似的情况。如果坐标軸表示 p ， y 和 
—种耝分的化学势（即在相互接触的各相中甚有相间数値的各 
t ), 那末代表两相平衡的是一个曲面：这个曲面的每一点所确定 
的都是处于平衡的两相的 P , ?^和—。在三相同时存在的情形下， 
代表它們平衡的諸点(三相点)位于它們之中铒两相的平衡曲而相 
交的曲綫上^ 

但是 用巧: T ， P 来作为变置是不方便的，以后我們将 用巧乃 
a 这三个最作为自变釐。用这挂变量时，代表两相平衡的是一个 
曲面，这个曲面同常数 ， T = 常数这条直綫的两个交点代表相 
互接触的两相在給定的 P 和! T 下的状态（也就是說，确定了它們的 
漩度——两相中的濃度自然是不同的 h 在这条直綫上位于这两 
个交点之苘的諸点代表均勻物体不能稳定存在的狀态，亦即两相 
分离（由阐个交点所代衷）的状态。因为曲面所代表的是两相波此 
平衡,所以显然它必須是这样一个曲面,以使得它同任何一条卒行 
于$軸的直綫的交点的数目都是偶数。 

以后我們通常只利用二維的相图，而令共坐标軸代表尸和 a ? 
或 r 和 M 用这样的坐标可以画出平衡曲面同恒溫或忸伍的各平 
面相交的曲綫。这些曲綫我們称为平衡曲綫。 
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我們来討論平衡曲綫上两相中的餿度变成相同时的点。这时 
可能有两种 情形: 1) 在这一点两相所有其余的性质也成为相同，即 
两相变成恒等的； 2) 在这一点继續存在两个不同的相。在第一种 
情形,这个点称为临 界点； 在第二种情形,我們称它为等濃度点二 
在临界点附近平衡曲綫具有如图20所示的形状，或者是临 
界点反为极小点的类似形状(橫坐标代表 A 纵座榇代表 P 或？ 7 ; 
于是平衡曲綫相应地为平衡曲面同恒溫平面或恒压平面相交的曲 
綫）。在这条曲綫以內（阴影区域內）的諸点是分离成两相的状态; 

这两相中的滇度由平衡曲綫同相应的水平 
直綫的交点来确定。在冗点两相重合；它們 
在这一点就是同一相，这可以从这一事实 
看出： 在重合于 X 的两点之中，要从一点过 
渡到另一点，可以不必逋过两相分离的阴 
m 2 a 影区域 T 而可以沿着阴影区域以外的任何 

路徑以連績杩变的方式来实現的。 

由图20可以看出，在临界点附近存在的是这样的 状态： 两相 
可以以任意接近的濃度 T 和3+以在这个状态下处于平衡。对于 
这样的两相,平衡条件具有形式 

T 9 x) ^ fJb(P, 3 1 ，如)， 

s 

式中 M 是混合物中一种組分的化 学势。 由此可以看出（參看 
(79. 5— 6) 式): 在临界点必須滿足条件 

(H a ⑽ ■ D 

这个条件同条件 (95. 8) 是恒 等的； 因此临界点的两种定义(这 
里的和§95中的>是等效的。必須注 意：在 （96. 1) 中， P 所指的是 
混合物的两种組分中任一种的化学势，虽然如此，但是在 (96.0 
中取这一个还是另-个化学势所得到的两个条件实除上是等效 
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的， 这很容易证实，只耍注 意到： 不論哪个化学势都是*相对 f 相 
应的粒子数的微商，而 O 又是闯种粒子数的一次齐次函数。 

显然，临界点在平衡曲卤【:形成一条曲綫（这在 S 95中也已經 
指出 h 

在等濃度点附近，芋衡曲綫具有如图21所汞的形状(或者是 
等濃度 点兄为 极小点的类似形状)。两条曲綫在极大点(或极小点） 
相切。两条曲綫之間的区域是两相分离的区域。在反点，彼此处 
于芋衡的两相的濃度变成相同，但是两相仍继續以分离的形式存 
在。这是因为：要从在£点重合的两点中的任一点过渡到另一点， 

只能通 过两相 分离的区域来实現。 像 临界点一样，等濃度点也在 

# 

平衡曲面上形成一条曲綫。 

現在我們来考虑平衡曲綫在低狻度下（即混合物中 一 种物质 
比另一种少得多的情形,这时$接近于0或接近于 1) 的性质。 

P.T 

A 

- u 

图21 

在§ 87中巳經 证明： 在低濃度 r (即弱溶液的情形)溶液和純 
物质的相平衡溫度（在同一压强下)之差正比 T 两相溴度之差。对 
于在同一溫度下的相平衡压强之差也有同样的关系。除此以外， 
ft § 88中还证明了（也 是对+ 低濃度的情 彩)： 两相中的濃度之 
比只依賴子尸和 T , 因而在^ =0附近的范圍內，这个此値4以 
认为是一个常数。 

从所有这些考虑可以直接得出結論：在低濃度下，平衡®綫 
具有如图尨所示的形状，即由两条相交子纵坐标軸上的直綫所构 
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成(或者由两条方向朝上的类似直綫所构成)。在两条直綫之間的 
区域是两柑分离的区域。在这两条直綫以上和以下的区域是一相 
和另一相的区域。 

在这一节的开头已經 指出： 由两神耝分所构成的系統可以包 
含三个相互接触的相。在三相点附近平衡曲綫的样子如图23所 
示。在平衡条件下，所有三 相凡有 相同的压强和溫度。因此决定这 
三相的濃度的4 C 三点位于与横坐标軸平行的同一直綫上。 
4点所确定的是第一相在兰相点的濃度,它是第一、第二两相的平 
衡曲綫 M 和第一、第三两相的平衡曲綫 W 的交点。类似地， S 点 
是第一、第二两相的平衡曲綫和第二、第三两相的^平衡曲綫23 
的交点，而 C 点是第二、第三两相的平衡曲綫23和笫第三苘相 
的平衡曲綾 M 的交点0自然,三点是常数或常数 
的平面同平衡曲面上三条曲綫的交点;在这三条曲綫中，我們把相 
当于 S 点的那一条曲綫称为三相点綫或三相綫。 I , S ， E 三个区 

I 

域各为第一相、第二相、第三相的单相的状态。在直綫 ABC 以下、 
在两条以曲 綫之間 的区域是分离成第一、第三两相的区域，而在 
两条 M 曲綫之間和在两条幻曲綫之間的区域(都在 ABC 以上) 

各为分离成第一、第二两相和第二、第 
三两相的区域，区域 ff 显然必須整个 
位于以上（或整个位于3及7以 
下）。一般来讲，曲綫幻以一 
定的角度在斗五， C 三点相交,而不是 
以連續的方式从一条曲綫过渡到另一 
条。自然，曲綫乃,的方向幷不 
必須像图23中所描繪的那样。重要的只 在于： M 和怒两条曲綫 
和曲綫 M 必須位于直綫 ABC 的不同的两側。 

如果把平衡曲面上被我們所考虑过的这些特征曲綫中的任一 


P.r 
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条投影到 P, 平面上，那末这个投影就把这个平面分成两部分， 
在临界曲綫的情形下，投影到这两部分中的一个部分上的，是相3 
子两个不同的单相状态的諸点和相当 T 分离成这两相的状态的諸 
点。而投影到平面的另一个部分 F： 的諸点，則代表均勻的状 
志，同时在这些点的任何一点都不会发生两相分离的情况。在阁 
24上虛綫表示临界曲綫在 P，T 平面上的投影 e 亇母 a, 6代表两 
相。符号所代表 的是： 投影到平面的这一部 分上的 諸点是两个 
单相的状态和两相彼此处于平衡的状态。符分 M 所代表的是 a 
和&两相在临界点以上合幷而成的一个单相。 


^a-b 

1- p 

图 24 

类似地，三相綫的投影也把八 T 平而分成两部分。在图25 
上表冶山役影到这两邡分的是哪些点。 符号 a - b - c 表示 : 投影到 
这一部分的点代表《，&, c 三个单相的状态和分离成 a 和&或6和 
c 两相的状态 D 

图26表示等濃度点曲綫的这种投影，图27表示純物质的相 
平衡曲綫(即;或的各点)；后者显然本来就在 P , T 平面 
上。图27上的宇母& 表示： 投影到八^平面的这一部分的諸点 




r 



图 20 




图 2? 
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对应于只有6相的状态。我們假定在符号 a - fi , ah 中字母次序 
的意 义为： 宇母&表示濃度比《相大的相，字母 c 表示濃度比6相 
大的相 

必須注意 :平衡 曲綫的这四种类型的特征点（三相点、等濃度 
点、临界点和純物质点）是这些曲綫的四种可能类型的极大値（或 


极小値 X 

如果这些相中的任一相总是(即不依賴于尸和 r 的値)具有同 
一个确定的成分，那末平衡曲綫在我們所討論过的这些特征点附 
近就变得稍为簡单一些。这样的相都是两种耝分的化合物；或者 
是純物质的相，即总是具有 f 0(或的濃度的相。 

我們来討論在苻成分不变的相存在时平衡曲綫在对应于这种 
相的直綫的端点附近的形状。显然,这样的点必須是平衡曲綫的极 
大点或极小点，因而也就是在这一节中所討論过的各种类型的点。 
PT\ \ 如果成分不变的相是濃度 ^-0 的純 



物质的相，那末与它对应的直綫就 同尸或 
T 軸重合，幷且終止在如图28所示类型的 
点上。在这个图上表示出平衡曲綫在这样 
一点附近的形状；在达种情形下，图22中 


图28 的两条直綫之一同纵坐标軸重合。 

如果一相是成分确定的化合物，那末在等濃度点附近平衡曲 
綫具有如图29所示的形状，即阄21中的內部区域变戍一条竪直 
綫。在它两侧的阴影区域是两相分离的 E 域，共中一相就是成分 
由这条直綫所确定的化合物。在曲綫的极大点沒有如图21所示 
的扭結。 


少 为了避免誤解，必滇强調指 fii : 在等蒗度綫的悄形（与三相綫的情形不同）下， 
许合就某神意义来說只是一种冈襲的用法 ：这时 a 和(:两个字母所代表的状态 
实际上幷不是两个不同的相，因为它捫永远部+会以相互核触的方式同时存在 p 
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类似地，在三相点附近平衡曲綫具有如图30所示的形状。在 
这种情形下，图23中的区域 JZ 变成一条竪直綫，它所代表的就是 
化合物的相。 


§97. 相图举例 

在这一节中我們要列奉一狴平衡曲綫的基本类型；和上节不 
间，我們現在不只是考虑它們在几个特征点附近的形状，而是要整 
个地考虑。这些曲綫(也称为相图)可能具有各种备样的彩状，但 
是在大多数情况下，它們不是屬于下面所討輪的类型之一，就是由 
几种这些类型組分而成。在所有的相图上，凡是阴影区域都表示 
两相分 离的区 域；而沒有阴影的区域表示均勻伏态的区域。两相 
分离的区域的边界曲綫与水平綫的交点确定分离的两相（在铪定 
的 P 和 T 下）的成分。同时，两相的相对数量由§ 77中提到的同一 
“杠杆定則”来决定。 

为了确定起見，我們在下面所討論的都是 T , ar 图； 如 果用巧 
or 作为坐标，间样类型的相阁也是可能的 3 橫坐标軸表示溴度％ 
其变化范團在0到1之間。 

U 有两相；毎一相都可以具有任何濃度（即两相中的两种組 
元可以按任意比 例混合在最簖单的情形下，曲綫沒有任何极大 
或极小 （除了相当子純物质的点以外)，这种相图的形式如图 31 所 
示(所謂“雪茄型” h 
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T 例如，設-相是液体(雪茄以下的 

区域)，而另一扣是蒸气（雪茄以上的 
区域）；在这种情形下，雪茄的 1. M — 
裉曲綫称为凝聚曲綫，下面一根曲綫 
r ^ 称为沸点曲綫 5 液体混合物的沸膦和 

- L 凝聚的规律性是由康諾瓦洛夫 （ Kojk )， 

图 M BlMO ； l 0 建立起來的。 

如果把成分一定(竪直綫对应于給定的濃度）的液体浞介 
物进 n 加热，那末由同雪茄的下面一根曲綫相交的点（点方） 
所确定的溫度，就是液体开始沸騰的溫度。这时沸騰出来的蒸气， 
共成分由点 C 决定，也就是說，比液体具有較小的濃度。剩下的液 
体的濃度显熱就将提髙，因而相应地，它的沸点也将提高 D 继辕加 
热时，代表液相状态的点沿着雪茄的下面一根曲綫向上移动，而代 
表沸騰出来的蒸气的点沿着上面一根曲綫向上移动。沸騰在什么 
溫度結束，取决于沸騰过程以怎样的方式进行。如果沸騰是在封 
閛的容器中进行，以致于沸騰出来的全部蒸气始終保持同液体接 

n 

触，那末显然液体全部沸騰完毕的溫度，就是蒸气的濃度达到液体 
的起姶澳度的那个溫度，即点/>的溫度。因此，在这种情况下，沸 

h 

騰卟始和結束的溫度分別决定于竪直綫同 s 茄的下面一根和 
上而一根曲綫的交点。如果让沸隳 m 来的蒸气木断跑掉(在开放 
的容器中沸騰），那末在每时刻同液体处于平衡的都只是剛剛沸騰 
出来的蒸气。显然，在这种情形下，沸騰要到純物质的沸点才結 
柬，在这一点，液体和蒸气的成分-样。蒸气凝聚成液体也是以类 
似的方式进行的。 

如果两相是液体(雪茄以上的区域）和固体(雪茄以下的区域)， 
所发生的情况也完全相似， 

2. 两种組元在两柞中可以按任意比例混合（像前一种情形一 
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样），但是 il 冇濃度相等的点。这神情形的相图具冇如图32所¥ 
的形式（或具苻极小値的类似形式）。在等濃度点，两条曲綫具有 
极人値或极小値，幷且彼此相切。 

从一相轉变到另一相的相变，与前一种情形中所描述的情况 
类似:不同之处只 在于： 只耍一相不断被移去（例如，液涔在开放的 
容器中沸騰的情形），那末过程旣可以結束在純物质点，也可>以結 
束在等濃度点。今成分正好相当于这一点时，整个相变过程始終 
是在同一溫度下进行的。 



3. 有闲相——液体和气体，在这两相中，两种組元可以按任 
意此例 混合， 幷且〗 L 有®界点。相图如图33所示（[是临界点父 
曲綫仏側的区域相当于液态，左側的因域相当于气态。但是应当 
提醒 一下： 在有蛀界点存在的情况下，只有当两相同时处+相互平 
衡时，才能够严格地区分液相和气相。 

这种类型的 相囹导 致下述的特殊現象，如果我們在封閉容器 
中把液体（液体的成分由通过点 K 右俩的直綫来表示）加热， 

那末在沸騰开始（在点 B ) 以后，随着加热的继 續迸行 ，蒸气的量将 
遂漸增加,仉是从某一时刻起,又开始咸少，直到点 G 蒸气完全消 - 
失(所謂倒退疑聚)。 

4. 两种液体可以混合，但不能按任意比例 u 相图如图; ii 所 
示。在高于临界点 尤的溫 度下，两种耝元可以按任意比例混介，低 
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于这个溫度，两种組元不能按那些由阴影区域內諸点所代表的比 
例来混合。在这个区域內，液体分离成两相——两种液体混合物 
(两种溶液)，它們的濃度决定于相应的水平直綫同芋衡曲綫相交 
的两点 r 也可能有这样的类似的 相图： 其中点 瓦是极小点； 或者 
有两个临 界点： 一个在上面，一个在下面，以 致干两 相分离的区域 
被限制在一封閉曲綫內。 

5. 在液态（或气态）中闲种組元可以按任意比例混合，而在固 
态(或液态）中不能按任意比例混合(:有限的可涅度 h 在这种情形 
下，存在若三相点。三相点的溫度可能低于闲种純組元的相平衡溫 
度（点』和点 C )， 也可能介乎其間®，这两种相图的形式各如阁35 
和图36所示 t 設具有 无限可混度的一相为液体，而 具有有 限可混 
度的一相为 固体。 在曲綫仙 35) 或 i !> C ( H 36) 以上的区域 
是液态区域;在曲綫也逆和(图 35) 或』 和 C 挪(图 36) 两 




m ^ 图36 

惻的区域是两种均勻®相（固溶体）的区域 3 在三相点（其溫度决定 
于直綫 Dm ， 处于平衡的是液相和两 种具有 不同濃度的固溶体。 
图36上的点5称为易熔点。如果液体混合物具有相当于这一点的 
濃度，那末它的整个凝固过程始終是在这同一溴度下进行的（而在 
其它的濃度下，凝固出来的固体混合 物所具 有的溴度不等于液体 


①显然，三相点的狙度不可能比 它們都商，因为我們已經 假設： 在較髙的一相 
中，两种组元芮以任意混合， 



















§97- 相图举例 
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的濃度)。区域逆 泌和 CM (图 35) 与区域和(图 3(5) 
是分离成液扣和一祌固相的区域；区域(图 35) 和3及 
m 邪)是分离成两种固相的区域。 

如果在图35型的相图的情形下，两种耝元在固态根本不能混 
合，那末相图就具有如图37所示的形式 3 在直綫 ABC 以上的阴 
影区域內，处于平衡的是混合的液相和一种純耝元的 固相； 在直 
綫 ABC 以下的阴影区域內，处于平衡的是两种純物质的面相。3 
降低液体混合物的溫度时，从液体混合物中凝固出这种或那种純 
組元，究竟是哪一种，取决于液体的濃度是在易熔点的右側还是左 
惻。随着溫度的继續降低，液体的成分沿着曲綫£>乃或五 B 而变 
化，直到易熔点尽液体全部凝固。 




6* 在液态，两种耝元可以按任意比例混合，而在固态,两种耝 
元根本不能 混合， 但却能形戚一定成分的化合物。这种情形的相 
图如图 3 S 所示。直綫 Z > f 所确定的 Jfc 是化合物的成分。在这种 
f 惰形,有两个三相点 S 和 (?， 在这两点处千平衡的是液相、固态的 
化合物和一种純耝元的固相。位于 B 和 G 两点之間的是等濃度点 
£>( 参看图29)。很容易看出在哪些地方分离成哪 两相： 在区域 
內，分离成液相和固态化合物，在直綫五以下，分离成化 
合物和一种純組元的固态，等等。液体的凝固結東在易熔点之一 
G 歲 B ， 这取决于液体的溴度是在直綫/>五的右側还是左側。 

7. 两种耝元在液态中可以按任意比例混合，在固态中則根本 
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不能混合，而是形成化合物，但是这种化合物在开始熔化以前的某 
个溫度就巳經分解了。确定这种化合物的成分的直綫，不能像舫 
一种情形那样終止在等濃'度点，因为它+詎迖到熔点。因此，它可 
以終止在一个如自96中图30所示类型的三相点（图39上的点 
A ) 0 在图39中表沿出这种情形的相图的可能形式，在阴影区域 
內哪些地方分离成哪两相是不难看出的。 

I 




8. 两种 m 元在0态中根本不能混合，在液态中也不能按任盘 
比例混合。在这种情彩有两个三相点：在一个三相点是液体 ㈣ 两 
种固态純組元彼此处子平衡（图40上的点 S ), 在另一个三相点是 
一种純餌元同两种濃度不同的混合液相彼此处丁平衡（点在 
曲綫』和曲綫 Di ? 以上的两个沒有阴影的区域丧承两祌濃度 
不同的 液态；直綫以上的阴影区域表示分离成这两种液相的 
区域;区域 DEF 表示分离成液体和一种固态純钽元的 区域; 等? 

§93. 平衡曲面的特征曲綫的相交 

我們在§ 96中所考虑的四种类型的曲綫(临界綫、三相綫、等 
濃度綫和純物质綫）都在同一个曲面（平衡曲面）上。因此一般来 
讲，它們彼此相交。我們来指出这些曲綫的交点的一些 性质。 

可以证明：两条临界綫不可能彼此相交 3 两条等濃度綫也不 
可能相交。对于这些論断，我們不准备在这里 证明。 

我們現在来列举其余的交点的性 ft (仍旧不作 t 正明 h 所有这 
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些性质几乎都可以 E 接从纟洲中所討論的平衡曲綫的普遍性质 
引伸出来。我們把相交的曲綫在平面上的役影(参肴 〗 mm 
图来表它們的形状 fl 然是任意取的。我們川点虛綫代表临界 
綫，实綫代表純物质的相平衡綫，划虛綫代表等濃度綫，点划綫代 
表三相綫 & 字母所表示的盘义 勾卩 叩的阁24—27中的盘义相同， 
临界綫和純物质綫終止在它們的交点上（阁 4 J , a ) 0 临界綫和 
三相綫也是在它們相交 时終北 （图41, 6)。在純物质綫和等濃度綫 
的交点上終止的只是等濃度綫（图41, c )。 在这种情形下，两条曲 
綫在交点彼 此相切 。 等濃度綫同临界綫的相交（图 41^), 以及同 
三相綫的相交(图41， e ) 都发生同上情况。在这两种情形下，都是 
等濃度綫終止在交点，幷且两条曲綫在交点彼此相切。 
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, 三相綫的交点（图幻.，/)是四相点，即四相在这一点相互平衡。 

在交点相遇的是四条三相綫，各相当于四相中每三相的相互 平衡， 
最后，純物质綫和三相綫的交点(图虹，？)， 显然 应今是三相 
綫同时与純物质的三条相平衡綫（各相当于純物质的三相中每两 
相的相互手衡）的交点。 


§99. 气体和液体 

我們現在来更詳細地考虑由两种組元所构成的液相和气相的 
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在足够高的溫度 T (^ JcT 此分子的平均相互作用能大得多 
时)，所有的物质都可以按任意此例混合，从另一方面来洪，在这 
样的溫度下物质变成气体，囟此可 以說： 在气相中一切物质都具有 
无限的可混度。 

至 f 在液态中，則有些物质可以按任意此例混合，另一些物质 
則不能按任意比 M 混合（具有有限可混度的液体)。 

在前-种情形下，闲种耝元在两相中都可按任意比例混合，这 
时相图中沒有三相点，肉为系統不可能由比两相更多的相来构成 
(所有的液态都是一相，所有的气态也都是一相)。我們来考虑平 
衡曲面的特征曲綫在尺7 1 平面上的投影 a 我們有两条純物质的 
相平衡曲綫(即两相中的褰度同为 w = 0 和的两条曲綫)。这 
两条曲綫中的一条本身就在八 T 7 平面上，另一条則在与巧平 
面芊行的平面上,因此它的投影与它本身完全一祥。每一条曲纔都 
終±在某一点，这一点就是相应的純物质的两相的临界点。临界綫 
从这两点中的一点开始而在另一点終止(临界綫和純物质綫二者 
都終止在它們的交 点上； 参看§93)。因此，所有这些曲綫在八：^ 



平面上的投影具有如图 42 所示的形式（符 
号与 §§9 G , 9 S 中所用的相同)。宇母和 
/的意 义与狀 96, 98 的各图中所用的宇 
母七&， c 意义相同 ；？ 代表气体， Z 代表液 
体； 投影到区域^和？中的分別为气态和 
液态； 投影到区域 g — ！中的是气态和液 
态，以及气态和液态分离的諸状态；在临 


图趄 界綫以上，液体扣气体的区別消失， 

如杲除此以外还有等溴度綫，那末在 AT 平面上的投影具有_ 


如图43所示的形式。等濃度綫投影位于自坐标原点到5所作的 
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引綫 0J5 以上（图43所示的是这种 
情况），或者位于 0C? 以下，而不位于 
它們之間。只有 A S, C 三点是达几 
条曲綫的交点。点 Z? 幷不相当 T 純物 
质綫同临界綫的实际交点，而只在役 
影上存在。图上的字母 h 和 G 代表 
濃度不同的液相，在等濃度綫以上只 
能存在一种液相®。 

为了使这些特征曲綫在尽 T 平面上的投影的所有上述性质 
更为明显起見，我們可以用不同溫度（或压强）的平面去截割平衡 
表面,这样得到的断面图就是在相应的各溫度（戎压强）下的相图。 
例如在图42中，相当于点 B 以下諸压强的断面图铪出如图31所 
示的相图，相当于点4和点5之間諸压强的断 面图給 出如图33所 
示的相图。图44中所表示的足图必在一系列溫度下的断面图 

P P 


T a <T<T b Tq<T<T c 

图44 

d , %各为相当于斗尽 c 各点的溫 度）： 两相分离的区域在 
等濃度点犮生“断裂”，結果形成两个临界点；随着溫度的升高，两 
块阴影区域各向两纵坐标軸上的一点收 S , 沣先是一块、然后是另 


①因为我們不対编闶相，所以为了簖单起見，我們在所冇的1\ r 图上面这些曲 
钱时，都阪定它們是从坐标淖点开始的，就好傈#固现象楫本不会发生一样 * 


p 



p 
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一块逑漸消失。囫45上所表示的是这 N …情形在一系列压强下 
的断面阁。 


T 

■ 

1 

r 

1 

r 
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X 


X 

■ 

K 

n ^ a ^ 


P < P C " Pc 啊 A 

图45 


如果两神耝元在液态中的可混度是冇限的，那末在这种情形 

K , 是有三相綫存在的^这条曲綫終止在某一点，而与从該点开 

始的临界綫相接。图46葙图47中所表示的是在这种情形下可能 

发生的两种基本不同类型的 T 投影图它們的区別 在于: 三相 

綫的投影在图46中是通过两条純物质綫的 上方； 而在阄47中足 

通过它們两者之問％在这两种情形中，每一种情形都有两条临界 

綫，其中一条的趋向是 朝着违 强增加的方向 ' 

P P 




① 兰相綫 的投肜不可能通过两条純物质綫的 T 方，因为两种糾元在气态中可以 
按任意 比例混 合。 

* P 者注：因为两条临界技+能相女，所以闺47上两条临界棧揑影的交点不是 
实际的夂点， 
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图刊所示的俏形被一系列八： r 手而和 A ^平面所截割而 
成的断 面图. 许如图48和图49所示。 



, 图 49 

在結束时我們强凋 指出： 在这一节中我們所考 虑的尽 r 图的 
例子，只是液相和气相之間相互平衡的最典型的例子，而絕沒有把 
原則上吋能的一切变型槪括无遺。 
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§100. 化学平衡条件 

在相互反应的物质的混合物屮所进行的化学反应，最終必然 
导致平衡状态的建立，在乎衡状态，毎一种参与反应的物 质的最 
不再发生变化。这种情况的热乎衡称为化学平衡，每一种化学反 
应一般来讲都可以在正、逆两个方向进行；在达到平衙以前，两个 
反应方向中的一个占优势，而在平衡时，这两个相反的反应以这样 
的速率 进行： 以使得每一种反应物质的粒子总数保持不变。热力 
学应用于化学反应时的謀題是只硏究化学平衡，而不硏究导致达 
种平衡的反应进程本身。 

重要 的是： 化学平衡状态不依賴于反应以怎样的方式（以及在 
怎样的条件下）进行它只依賴于反应物质的混合物正在化学平 
衡状态时所处的那些条件。因此在推导化学平衡条件时，可以对 
反应以怎样的方式进行作任何假設。 

首先我們来規定描述化学反应的方法。大家知道,化学反应是 
以符号方程式的形式来描述的，在普逼形式下可辱成(把所淪各項 
都移到方程式的一 边）： 


2从=0， (100. 1) 

i 

式中是反应物质的化学符号，商系数 A 是正或負的聱数。例 
如，对于 2 H 2 +0 3 = 2 H a O 即 2 H 3 +0 2 - 211,0 二 ◦这个反应来讲，系 

数吨，口 2，叱 ■ = 1 ， t o = 一 2 & 


①例如 T 它幷不依賴 T 反应的进行是否有催化剂#与, 
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我們 钗設： 反应是在恒溫 、恒压 下进行的。在这样的过程中， 
系統的热力势趋 向于极 小値。因此在平衡状态下，热力势中必須 
具有最小的可能値（在給定的尸和 : T 下)。我們用…来代 
表参加反应的各种物质的粒子数。于是中为极小値的必要条件可 
以写成①对之一（替如說 U 的全微商(在給定的 P 和3 1 下)等 
于0的 形式： 


3<I> t 3<t> dNo . dN^ , n 

瓦 + ^ W " =0 . 

各种粒子数在反应时的变化是以反应方程式彼此联系起 来的: 
显然，如果沁改变仏那末其余每一种粒子数爪各改变％換旬 


話說，可以写成亦即^因此上述等式可以 

aJ\i V\ 


改写成形式 


X - 

i 


5^7 





最后，把 






代入幷涫去〜，我們就得到: 


= ( 100 , 2 ) 
i 

这就是我們所求的化学平衡条件。因此,耍把它写出来，只需 
要在化学反应方程式中把 符号心 用相应的叫去代替就行了。当 
混合物中可能有几种不同的反应时，平衡条件是由几个 (100. 2) 型 
的方程式所組成的方程組 a 这个方程耝中的每一个方程式都是用 
上述方法根据毎一种可能反应的方程式所构成的 3 

应当 指出： 在反应物质以被溶质的形式分配于相互接触的不 
同两相中的情形下，条件 （toa 2) 仍旧保持它自己的形式。这是因 
为在平衡状态下 ， m r 相乎衡条件，每一种物质在两相中的化学 
势彼此相等。 
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§101. 质*作用定律 

我們把在上节中所#到的化学平衡普遍条件应用于在气体混 
合物中进行的反应，幷且假設：气体可以看成是理想气体。 

混合物中每一种气体的化学势等 T (参看纟 92) 

P( + X^T), (101. 1) 

式中是混合物中第 i 种气体的分 压强 ： Pi = o,P a 在这里 P 是 

混合物的总压强，而■是該种气体的濃度，我們把它定义为 

N 

該种气体的分子数及 t 对混合物中分子总数 N^^Ni 之比^ 

■ 

I 

現在很容易写出在气体混合物中反应的化学平衡条件。把 
(101. 1) 代入 （100. 2), 我們就 求出： 

S — InP^i 4-^^i%i=0 


(式中是各神气体在化学平衡 状态下的分压 强〉， 亦即 



> Viln P of = - 
■ 

yr ^ v ' Xi ' 


引入符号 





K P CT ) = e 

Jp T 

? 

(10 L 2) 

我們就得到： 

■ 

K P ( T ), 

(101.3) 


可以用 Pc ^ 来代替 JV ， 其中^是气体在化学平衡下的滇度;于是 
我們得到： 

H c ； {=P~ tvi K p m ^K e (P,TX (101. 4) 




贯最作用定汴 




在等式 (10 L 3) 或 C 101- 4) 右边的显只是溫度和压强的函数，商 y 
各种反应气体的初始含设尤关；这个竜通常称为化学平衡常数。 

在平衡状态下乘积 U > U 或 ; [J (在給定的 P 和 T 下）是 

i \ 

—常数,这个布实称为质董作用定律。 

j " hd _ bd _ » ■ -!■! ■ 

1体反应平衡常数对压强的依賴关系完仝 由等式 （10 L 4) 右 

边的 1 ^^ 因子来确定（如果沄应物质的数设由它 們的分 压强来 
表示，那末平衡常数就完基不依賴于压强）。要建立平衡常数对溫 
度的侬賴关系，需要对气体的性质作进一步的假設。 

例如，如果气体具有恒定的比热，那末把 (101. 1) 式同这种气 
体的热力勢公式 (43. 4) 比較，就可以证 明： 函数 XXT ) 凡有形式 

XAT ) ^ B 0 i - c pi T XuMT - MT ^ (10 L 5) 

式中是气体的比热，匕是气体的化学常数。把这个式子代入 
(10]. 2), 我們就得到平衡常数的列 公式： 

v . X^piH Z^ci 

K p m-e^ uh ( 砂 ) e ~^ r ', (101. 6) 

它对溫度的依賴关系主要是指数規律。 

质迓作用定律对于被溶质之間的反应也是成立的，只要溶液 
可以认为是弱溶液。事实上，每一种被溶质的化学势具有形式 

fj^kThiCi + ilud ^ T ) UOL 7) 

(这个式子是由把热力势 （ S 3, 3) 对叫进行微分而得到的父濃度 
^在这里被定义为該种被溶质的粒子数对溶剂的粒子数之比 

( 把 （101.7) 代人平衡条件（100.2)，可以用同样的方法 
求出： 

1 J\_c^=KU 3 y r r), ( 101 , 8 ) 

p 

式中平衡常数 
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X v i^i 

K [ P , T 7 ) 一飞 广. （101. 9) 

与气体反应的情形不间，在这电平衡常数对压强的依賴关系仍旧 
是未定的^ 

如-杲除了气体和被溶质以外，还有处于純(即沒有同其它物质 
混合的）疑聚相的某种物质——例如純的固体——参加反应,那末 
芋 衡条件再一次导致质量作用定律。但是这 时因为 純相的化学势 
只依賴于压强和溫度，所以在 这个定 律的方程式左边不包含有关 
純相的因子,即只需要写出气体(或被溶质)濃度的乘积 r 就好像固 
体根本不存在一样。固体的存在只影响平衡常数对匝强和溫度的 
依賴关系 & 

如果参加反应的只气体和固体，那末由于气体的压强比較小， 
可以认为固体的化学勢不依賴于压强，因而平衡常数对压强的侬 

賴关系仍旧 t 在 （10 L 4) 中一样。伹是这时指数中的和式 2]^ 

必須只表示反应方程式中气态物质的系数之和。 

最后，如果弱溶液中除了被溶质以外，溶剂也参加反应，那末 
对于这种情形来讲，质量作用定律也是成立的。事实上，当把溶剂 
的化学势代人化学平衡条件时，可把溶剂化学势中包含濃度的小 
項忽略不計，于是溶剂的化学势归結到一个只依賴于溫度和压强 
的因此我們再一次得到质量作用定律的方程式，幷且在这个 
方程式的左边仍旧只包含被溶反应物质的濃度，而不包含有关溶 
剂的因子。 

习 H 

1. 試求出双頂子气体在高溫下离解的芋衡常数；气体的分子由相同的 
原子构成，幷且在基态沒有&旋和軌迸动蛰矩。 

m 所栗討論的是 A 3 =2A 型的反庳。气体和 A 的比热各等干 
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c pk = ^ 2 h } 而化学常数(参看 (45.4) X 46,4), (49.8)) 各等 T 

一輪 -n icr ]， 

式屮0是 A 原孑的质量 （ A 2 分子的质量是2讲)，是 A 原子基态的栊訐权 
重 C 在足够高的溫度下， g A = (2,9 + 1.) 〔此+ 1)，其中&1是原子的6旋和軌 
道动量矩)代入 （ iOO ) 我們 得到： 


式中 £ 0 =2 foA -£ QM 是分子的离解能。 


% 試确定氫以 H 原子形式溶解在金靥中的渙度对金皞上面的氏气压 
强的依賴关系， 


解把过程考虑为化学反我們就可以把平衡条件写成形式 
^=^ H ； 我們把叫，写成理想气体的化学势： 

fiu^kF In l J -\-x(T) r 

把写成被溶质在溶液中的化 学势： 

— In c + 

注意到 f 几乎不依賴于压强(参否5 88)，我們就 求出： 

o ~ 常数 


§102. 反应热 

■ 

化学反应都伴随着热量的吸收或放前一种情形称为吸热 

■r J "W L "B" r Hr r W B 

反应，后一种情形称为放热反应。显然，如果某种反应是放热的， 
那末它的逆反应就是吸热的， 反之亦然。 

. 反应的热效应与反应在怎样的条泮下进行有关。因此在討論 

热效应时必須区別反应是在恒定体积下（醬如說)进 行的、 还是在 
恒定压强下进行的 p (虽然如此，但是这种差別通常是不大的。） 
像計算溶解热的情形 （& S 9 ) u 样，我們首先来确定由干化学 
反应所可能获得的极大功。 

我們把由化学反应方程式所确定的一耝分子之間的反应称为 
“元反应'幷且来計算反应物质混合物在发生了某一小数目如次 


3 肫 
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元杈应后热力势的改变;同时我們 假設: 反应蛊在恒溫恒压下进行 
的。 - r ‘是我們 得到： 

. i i 

在知次元反应后笫 i 种物质分子数的改变显然等于 


£ A T i — — Vi ^ n , 


H 此， 


84>= — &n^2 v ihi* 


( 102 , 1 ) 


由此可見,在平衡状态下 ^ 变成 0, 这原是理所3然的。 

tin 

(102.1) 式是为 T 进行如次元反应所必需耗*的极小功的普 
遍表达式。它也是由于在逆方向发生同样次数元反应所可能获得 
的极大功。 

酋先我們 假設: 反应是在气体之間进行的 ， 利用 A 的表达式 
( un 」）， 我們就 求出： 

SO= — kT^^Pi In Pi 4 - ^ \vj%i )， 

引入平衡常数后, 得到： 

— u 

B<P^kT^n — InK^jT)= 

L t J 

、 「 TT 

- KXP , T ) - (102 - 2) 

■ ■ 

1 

对于在溶液中进行的反应，我們可借助于 K 的表达式 


类似地求出: 


^ In Ct+ ‘〉 


引入平衡常数瓦(尸，30后， 得到: 
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3^7 


-^P.lna + lnKir.T) - (102D 

^ i J 

so 这个量的正、負决定反应进行的 方向： 因为中趋向于极小 
値，所以当 S 中 C0 时反应每正方向（即化学反应方程式中“从左向 
右”的方向）进行，如果 s 中>0,那末这就意 味着： 在所給定的混合 
物中，反应 实陡上 是沿逆方向进行的。虽然如此，伹是应当注意: 
反应方向也可以从质量作用定律 a 接推出：我們对所給定的混合 


物作 m 乘积 II 幷间該反应的平衡常数値进行比較；例如，如 

i 

果是那末这就盘 味着： 反应将沿正方向进行一以使 
% 

得原来的物质（在反应方程式中〜>0的）的分压强戚小，而反应 


产物 (^<0 的）的分压强增加。 

現在我們也可以来确定仍旧是如次元反应中所吸收的热量 
(或所放出的热量——視符号的正、負而定）。根据公式 (89. 4), 对 
于在恒溫恒压下所进行的反应来讲,这个热虽纟 ft 等于 





df^T 



对千气体之間的反应来讲，把 （102. 2) 代入，我們就 得到： 

⑽广 -kTHn d ln 念啦 . (102. 4) 

类似地，对于溶液来讲， 

吨一 kT^n 2 ln U02. 5) 


必須 注意： Sfe 簡单地正比于 Sw 而不依賴子在任何給定肘刻的滾 
度値;因此这些公 武也适 用于加幷不很小的任 意値的 情形。 

如果& >0,即反应是吸热的，則即平衡常数随着 


溫度的增加而下降。相反地，对干放热反应 ( Qp ^ O ), 平衡常数随 
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溫度而增於。从 M —方面来讲 7 平衡常数的增长意味肴化学平衡 
朝着茧新形成原来物质的方向移动（反应“从右向左”进行）——以 

使乘积 U > 以增加。相反地，平衡常数的戚小盘味着化学平衡朝 

i 

着形成反应产物的方向移动。換句話說，可以表述成下列的法則: 
加热使得平衡朝着过程以吸热方式进行的方向移动，而冷却使得 
平衡朝着过程以放热方式进行的方向移动。送个法則与勒夏忒列 
原理完全一致 a 

对于气体之間的反应来讲，我們对在恒定体积下（同时在恒溫 
下）进行的反应的热效应也是感兴趣的。这个量同热量之 
間的关系狼簡单。事实上，在恒体积过程中所吸收的热贵等•丁系 
統能量的改变，而則等于焓的改变。 面为 Ji ^ W - FV ， 因此 
显然 

SQ P = 8Q p -8CPV). 

伹是根据克拉泊龙方程 = (其中1 = 1；见是气体中的分 
子总数)，所以 

S(PV) —Mnn 


因此, 


BQ v = &Q p ^JcT^n^^ t ( 102 . 6 ) 

■ 

% 

最后,我們再来确定反应物质混合物的体积由于在恒压(和恒 
溫）下进行反应的結果所发生的改变。对于气体，这个問題是很容 
易的，因为在給定的 P 和 T 下根据克拉泊龙方程，（理想)气体的体 
积直接决定于分子数。因此^然 

yp yp __ . 

W = — 了 ~g - (102. 7) 


例如,如杲反应不改变粒子总数那末反应进行时体积 
也不发生变化。 

对于弱溶液中的反应来讲，我們可以利用公式 
且把 (102. 3) 式代入，就 得到： 

T) ( 102 . 8 ) 

<7i J 

(对子气体的情形，如果我們把 K ^ K p ( T ) P ^ Vi 代入，則这个公式 
显然变成 （102. 7)式>。 

因此，反应时体积的变化与平衡常数对压强的依賴关系有关。 
类似于上述关于溫度依賴关系的討論,很容易得出結論：增加压强 
就促进那些以体积賊小的方式进行的反应（即把平衡位置朝这个 
方向移动)，而减小压强就促进那些使得体积增加的反应，——这 
仍旧与勒夏式列原理完全一致。 

§103. 电离平衡 

在足够高的溫度下，由于气体粒子的碰撞,可能伴随出現它 
們被电离的現象。迖种“热电离”的存在导致达样一种热平衡的建 
立: 在这种热平衡下,气体粒子的总数以一定的比例处于不同的电 
离程度^我們来考虑单原子气体的热电离；这种情形是最有兴趣 
的，因为化合物通常在出現热电离的溫度下已經完全离 解了。 

从热力学的观点来看,电离平衡乃是化学平衡的特殊情形，这 
种情形相当于同时发生很#种“电离反应”，它們可以写成形式 

Ao = Ai+e J ? Ai^= Aa + e - j ***, (103, 1) 

式中符号 A 。 表示中性原子， A 1; …衷示一次离化、二次离 

化……原子，表示电子。把质量作用定律应用于这些反应，就产 

I 

生-組方程组 
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…）， (103, 2) 

式中 C。 [中性原子的浪度，％…是各次离 T 的濃度， c 是电子 
的濃度[这些濃度中每一种濃度都是由該种粒子数与粒子总数(包 
括电子在內）之比来确定的〕。这些方程式必須与表示整个气体的 
电中性条件的方程式 

c ^0 i +^ c 3 +3 c 3 + — (103.3) 

联立起来^方程耝 （103.2—3) 确定在电离平衡下各种离子的濃 
度。 

平衡常数很容易計算出来。所有参加“反应”的气体（中 
性原子气体、离子气体、电子 气体〉 都是“单谅子”的，园而都具有 

c P = 的恒定比热 T 而它們的化学常数等于 



式中 m 是該种气体粒子的质最， g 是該祌粒子基态的統計 权重; 对 
于电子来讲， S -2, 对于原子和离子来讲， (2,9 + 0 (2/,+1)(^ 
i 各为原子或离子的自旋和軌道动最矩)把这些値代入公式 
(101. 6)，我們就得到所求的平衡常数的表 达式： 

KT (rH —y (103. 4) 

\ 讯！ (j^)t 

式中 ra 是电子的质量，而 I % ^ e 0jw - 50^，! 是原子的第次电离能 
(第《次电离势 X 

平衡常数咒 r 二八随着溫度的增加而珙小，当它达到1的 


①可以 认为： 即使在相当大一部分被电离的 H 体中，所有的原子和离子也都是 


处于基态的；丼膝 g 在于： H 要原子（或离子）的基态具冇精細咭构，那米 我們总 是可以 


ma ： fcrit 这种楮細結构的能置阳跬太得多& 
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数 S 級时，气体的第 n 次电离的电离程度电趋近于1。应、汴意 

的是: 虽然平衡常数的溫度依賴关系是指数型的，但是这朴高度电 

离的怙况幷不是当 JcT 〜 I n 时才发生，而是在低得多的溫度下就 

U 

已經发生了。共原闪在子指数因+ / 3 ■的系数 很小； 事实上， 

kT\mJcT/ ^ V \7nkT/ 

这个量一般来讲是很小的：当 AT 〜 J 时，它只是一个原子的体积与 
一 个原子在气体中所占的体积 |之此的 数量級 。 

因此，气体在比电离能小得多的溫度下就已經有相当大的电 
离程度了。但是同时气体屮受激原子的数目仍旧是非常少的，因 
为一般來讲原+的激发能是与电离能同数景級的 D 

至于当 AT 可以间电离能比較时，則这时气体已經差不多完全 
电离。弓溫度达到原子中最后一个电子的脫出能的数量級时，气 
体可以被认为是只由单个的电 f 和裸核所构成的。 

第一个电子的脫出能 A 通常都比其次的各能帚八小得#;因 


此存在这样的溫度 m 圍，在这个溫度范圍內可以 认为： 气体中除了 
中性頃子以外只有带一价电荷的离子= 

我們用电离原子数与原子总数之此 a 作为气体的电离度，于 

■ * 

是有： 





1 + ct J 




1 —a 
1 +01’ 


因而方程式 2) 給出： 


由此 


0 _oa 5) 


a= 7TTpKT^ 

由这个式子就完全确定了电离度对压强和溫度（在所考虑的溫度 
范固内）的依賴关系， 



第十一章物质在高温度和 
大密度下的性质 

§104. 相对于粒子对的产生的平衡 

当肿达到可以同电子的靜止能量 mc s (m 是电子 质量〆 是光 
速）相比較时，在这样髙的溫度下①物质的性质如何，这是一个理 
綸上很有兴趣的問題 3 在这样的溫度下，粒子的碰撞伴随着肚子 

I 

对（电子和正子)的产生，由于这个緣故，粒子数不再是一个铪定的 
量，而是一个由热平衡条件来决定的量。 

电子对的产生（及其逆过程——电子对的湮沒)从热力学的观 

点来看，可以考虑为“化学反应” 

e - +0 + = o / , 

式中符号和 e 1 ■代表电子和正子，而符号7代表一个或几个量 
子。光 子气体 的化学势等子 0(§tJ0) E 因此相对于电子对的产生 
的平衡条件具有 

fj ,~ jjj + = 0 (104. 1) 

的形式，式中和 M +各 为电子气体和正子气体的化学勢。应当 
强調 指出： 在这里 P 的意思是指化学势的相对論表达式，其中包括 
粒子的靜止能量 C# 看 S 27), 参与粒子对的产生过程的主要就是 
这个能量。 

从下面所得到的公式可以看到：在 kT 〜 的溫度下，（在单 
位体积內）所产生的电子对的数目已經比原子电子的密度大得多 u 
因此可以足够精确地 认为： 电子数等于正子数^于是 = 因 


①能 = Or 51 x 100 电苄 伏特，因此溫度 wif / fc 二 



104. 相对子粒子对的产生的平衡 


403 


而条件 （104. 1) 給出： 

jti - — —- 0, 

即在平衡状态卜电子和正 T 的化学势必須都等于0。 

电子和正子服从费密統計；因此把 / x =0 的費密分布 (55. 3) 进 
行积分，就得到电子数和正 子数： 


= E_f 邱 P 

丄、 fl ) 

77 h J y 一 +1 

式中 s 由相对論表达式 PcvV + mV 1 来确定 & 


(104*2) 




当虹时，这个数目是一个指数兩数 (〜 e 〃）， 因而很 
小。在相反的情形下， kT 》 mc ' 我們可以令 s = c ； p ， 因而公式 
(104. 2) 給出： 




0f 




这里的积分可以用宗垃为3的 s - 函数（見第205頁上的底注）来 
表示，因而我們 得到叫 


N^ = N' 


3^(3) / 


he 


s 


0-183 


m. 


(104* 3) 


用同样的方法订以求出正子气体和电子气体的 能量: 




YMP 


¥ 


/kTVl 

W / - 


e^Ti 




这里的积分等于^因此我們得到: 




7 tt 2 (kT) 
120 (he) 



<104.4) 


W 当所产生的毎一个粒子所占的体积足 CA / mc ) a 的&董級，亦即 


康苷傾波长的立方的数量辍 a 这个体积比起原子的大小来〔例如此起玟尔半徑的立 
方卿伽 M 宋）是非常小的 


t 笫十 i 章物质在髙溫度和大密度下的性质 

这个量是在间样体积中黑体輻射能 fl 的 I 。 

习 題 


試求出当 fcr«mc 2 时电子和 _£ 子的平酚密度。 


解 


利用化学势的表达式 ( 46 ■: U) ， 幷把它加上我們就 得到 : 


林" 1 ■外一 = 4| 




式中 f^/V-Zr 和 # =AT/V 各为电子和王子的密度。如果％为电孑的初 
始密度（即沒有电子对的产生时的密度），則 《_ = »++% ，因而我們得到 ： 


B + =M^ — Hq — 



§105. 大密度下的物态方程 

除了物质在非常高的溫度 F 的性质以外，硏究物质在非常大 
的密度下的性质在理論上也是很存兴趣的 u 現在我們來定性地考 
察这些性质怎样随若密度的逐漸增加而变化。 

在 S 56末曾經指出簡幷化費密气体的 一 个特殊性质: 它的“ 理 
想性”是随着密度的增加而增加的。因此当把物质高度压縮时，其 
原子中的电子同原子按的相互作用就变得无关重要，因而这时可 
以把物质看成是电子的簡幷化理想費密气体® (我們假設物质的 
溫度不是太高）。根据条件 (56. 9)，上述情况在滿足不等式 

抑 ，> (穿 )V 

时开始发生，式中〜是电子数密度，叫是电了-质量，2是物质的某 
—平均的原子序数。对子物质的总的密度来說，这个不等式为③ 


① 至于說到 “ 原子核气体、則由于苽子核的质置很太，因此它离萠幷化的状态 
还很远，徂是它对物质的压强 ( 譬如脫）的貢献在任何恃况下此起电子气体的应强来都 
是完全可以忽略的 & L 

② 在这一节所有的教値計算中都假設 : 对于 悻个电子来讲，物质的质最等于 


质子质量的两倍 , 
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m r Z ^20 Z 2 克/柯米 3 , 


(105,1) 


式屮是对于每个电了来讲的物质质 S , mp - mn e ^ 0 物质的 
热力学量在所 考虑的 范圍内由在 S 5 MI 所得到的公式来确定。例 
如，对于压强我們有： 


P - 


(StT 2 )^ ^ / P 


5 


(105. 2) 


条件 (105.1) 給出关于压强的数値不等式 


了大气压。 

在上列各公式 中， 电子气体是假設为非相对論性的。达就要 
求費密界面动量如比训 C 小得多 （銮看 §58)，由此得出数値不等 
式 

[-«'2 - 10 6 克 / M 米^ F «10 LT 大气压^ 

当电了-气体的密度和压强高到可以同上述数値比較时，电子气体 
变成相对論性的，而当滿足上述的逆不等式时，变成超相对論性 
的。在沿一种情形下，物态方程由公式 (58. 4) 所确定,根据这个方 
程式， 


4 


(105.3) 


再进一步提髙密度就产生这样的 状态: 在这种状态下，热力学 
上有利的是由电子被原子核俘获（同时放出屮微子）所构成的核反 
由，于这种反应的結果，原子核的电荷臧少(而其质量不变)，一 
般來讲这就使得原子核的結合能减小，亦即使得它的质量亏損咸 
少口 虽然这种过程在能赶上不利，但是当物质密度足够大时，甶于 
电子数目珙少，簡幷化电子气体能量的戚少足可以朴偿过来。 


①与物质密度 p - 20 Z ^ 克 / M 米 3 对应的簡邛化溫度为 lOfiZVs 度的数世核。 



406 
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,耍写出确定[:述核反应的“化学平衡”的热力学条件幷不困 
难。可以把上述核反应V成化嗲符号等式的形式 


A z = ^ 

式中代表质量为耒电荷为 Z 的谅子核， e 一代表电子， p 代表中 
微子。中微子不受物质的阻滞，因而离开物体;这样的过程必然使 
得物体继績不断地冷却。因此在这种条件下热平衡沒有考虑的意 
义，除非假設物质的溫度等于0。冏时平衡方程式中不必包含屮徵 
子的化学势。原子核的化学势主要决定于它們的內能，后者我們 
用 一 Qc 来代表(通常把的正値称为結合能）。最后，我們用 
叫00来代表电子气体的化学势，它是气体中电子数密度〜的函 
数。于是化学平衡条件可写成形式 




引入符号 — Sa ，Z-L = A, 則可另成： 

^(n e ) =A. 

利用超相对論性簡幷化气体的化学势的公式 （5S. 2), 我們就可由 
此榑到： 


A 3 


" e WUcF. (105.4) 

叠 

因此由平衡条件得出；电子密度为一常数値。这意味着 ：如果 
逐漸增加物质的密度,則当电 T 密度达到 (1 旭 4) 的値时，就开始 

发生上述的核反应。如果继續压縮物质，那末就会有愈来愈多的 


原于核各俘获一个电子，以致电子总数戚少，而其密度保持不变。 
除了电子密度以外,物质的压强也保持常数，幷且仍旧主荽决定于 
电子气体的压强;把 (105. 4) 代入 (105. 3) 后 給出： 



A + 


(105. 5) 


这样的过程将一直持績到所有的原子接都各俘获住一个电子时为 

止。 
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1105. 大密度下的物态程 

在更髙的密度和压强下，将发生电 T 被原子核进一歩俘获，因 
而伴随着原子核电荷的进一步珙少，結果，原子核包含的中子太 
多，以致变得不稳定而蛻变 3 1密度为 P 〜3‘ 10" 克/厘米 _**( 压强为 
尸〜 10 s4 大气压）时，中子就数百来讲并始起过电子，而3 /□〜 1G t2 
克 /E 米 3 时，則中子就共所产生的压强来讲也超过电子。从这里 
开始了密度的另一个 范圍： 在这个范圍内,物质可以被看成主耍是 
中子的簡幷化費密气体，而含有电子和各种原子核作为少量的杂 
质，它們的濃度由相应的核反应的平衡条件来确定。在这个范圍 
內物态方程为 

p ^(37r 3 ) ? _5l p l 9 (105. 6) 

5 mj 

式中〜是中子的质量。 

最后,当密度 P»^10 i5 克/厘米 3 时，簡幷化的中子气体变成 
起相对論性的,因而物态方程由公式 ® 

he(~Y (105. 7) 

来确定。 

但是在这种气体中，总是还存在一定数量的质子和电子,这些 
质子和电子是由于中子蛻变 

n—p + e~+j^ 

的結果而产生的。虽然这种反应使得粒子总数增加，但是它在热 
力学上仍是有利的，闪为中子的費密分布界限能量因此降低(应当 


①必須 法意： 当密度达到原 f 核物质洚度的玫1敬（〜扣 U S / 厘米 M 时,中子 
所特有的相互作用接力就变得贡娈起来;在密度値的达个范面内，公式 (105- 6)只具存 
定性的意义。茧于当密度太大起过原子桟的密度时（公式 C 10&-7) 适用于这个范国）, 
則达种特打的核力对于物态方程来讲躭可能重新交得不重鸾，因为这时陕力不破坏中 
子气体 的〃單饵性' 
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提醒 一下： 侮一种粒子一屮子、质+和电子——各 fl 占滿 S 己的 
一系列状态)。定址的計算很容易实現，只要利 J 1] 上述反应 的“化 
学平衡”条件 

^ fi (^) ^ I ^ Xn E ) + ^ p ( np ) 

就行了，式屮各为中子、质子和电子的化学势，它們是 
相应的粒子数密度的函数 P m 是质子数和电子数显然相等( % = 

=化)，而超相对論性簡幷化气体的化学勢正比于^幷丘不依賴于 

粒 T 的质诂(参看 （ SS .2)；^ 因此 k 述条件給= 山此得 

m 

nx , 1 
n ^ 8 ’ 

即质子数（和电子数）是中子数的八分之一。很容易驗证，这沖情 
況几乎不影响物质的总压强(公式 C 105. 7) 乘以 0.96) 。 


§106. 大质最物体的平衡 

我們來考虑质量很大的％体，它的各部分是靠万有引力維持 
在一起 的。我們所知道的实际的太质量物体都是以 M 球的形态存 
在的，它們不断地輻射出能最来因而决+是处于热平衡状态、但 
是硏究平衡状态下的大质量物体在理論上是很有兴趣的。这时我 
們将忽赂掉溫度对物态方程的影响，即我們所者虑的是处于絕对 
零度下的物体(“冷”物体)。因为在实际条件下外部表面的溫度比 
内部的溫度耍低得多，因此苕_具有+等于零的恒定溫度的物体 
在任何精形下都是沒存物理意 k 的。 

其次，我們假設物体是不轉动的；因此在平衡伏态 K 它具杯球 
体的形状，幷且其中的密度分布是中心对称的。 

物体中密度(和丼它熱力学暈）的平衡分布可由下列务方程式 


106 . 大质 设物体 的平衡 


m 


求出。牛頓引力勢9滿足微分方程 

挪二 4ttGp ， 

式中 p 为物质密度， g 为牛頓 w 力常数；在中心对称的情形下我們 
有： 

士嘉 ( 4) = 4 碑 • (10 B -1) 

此外，在热平衡状态下必須滿足条件 (25 H 在引力場中质量为 
m ' 的粒子其勢能为因此我 們有： 

p + mV = 常数， (106. 2) 

式中是物体粒子的质量， M 是物质在沒有外場时的化学势（为 
了簡单起見我們省略掉角标0)。 *(106. 2) 把9用 M 朿表示,幷把 
它代入方程式 （10& 1), 我們就可以把后者写成形式 




(狐 3) 


当引力物体的质 fi 增加时，它的平均密度自然也增加（这一 
論断将由下面的計 算来证 实)。因此当物体的总质显及足够大时， 
根据上节的叙述，可以把物体的物质考虑为电子的簡幷化費密 
气体，最初是非相对論性的，当物体的质量更大时則是相对論性 

的 。 

非相对論性簡幷化电子气体的化学势同物体密度户的关系为 



(106. 4) 


<这个等式是 代入了 的公式 (56.3); W 为对千每个电子 

舉讲的物质质量，为电子质张> 由此 jl ! A 来表# P 幷代入 





m 
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(106. 3)，我們就枒到下列方程式 


Or 




入二 




r ^G 


3ttH ； 


(106. 5) 


这个方程式的有物理意义的解必 須在唞 标原点沒有奇异性：当 
r — 0时，常数。由这个要求自动地得出一阶微商所应滿足的 
条件： 

当 r = 0 时，孕 =a (106.6) 


由方程式 (106. 5) 对 r 进行积分沿，可以直接 得出: 


dr 



对方程式 (106. 5) 作簡单的量綱的考虑,就可以得出一系列重 
要的結果。方程式 0-06. 5) 的解只包含两个独立的桊量——常数 
X 和物体的半徑尽給定它們的値就单値地确定了解的选擇。由 
达两个悬只可以构成一个具有长度 fi 綱的贵一刃本身一和一 


个具有能量量辆 的暈: ^ (常数 X 的量辆是厘米 2 •尔格 4 )。 


①对于由电子和原子核所构成的电申性气体，为什么可以把平衡条件写成 
(106.2) 的形式，幷以电子的化学势 作为七 而以对子每个电子来讲的物质质量作为 
——达是很容易看出的。实际上这个平衡条件是由考虑无限小量旳物质从一个地 
方迁移到另一个地方而推导出來的 （§25 乂 但是在这种由两种异号的带电粒子所构成 
的气体中，必須把这样的迁移想儎为一定量中性物质的迁移（即电子和谭子核一起迁 
移 h 把两种异号的电苘分开，这在能皇上是非常不利的，因为这时产生很强的电垠 
因此莪們得到下列形式的平衡 条件： 

#孩+么从电卞+ + 艺 m 电乎〕甲二0 

(每一个核分配到 Z 个电子)。由于核的质盈比电+的质 S 大得多，所以它們的化宁势 
比小得多 & 忽略掉 Pfc 幷把 U 列方程式除以我們就 得到： 

■ 

如果认为核的原子 S 大約是它們的焯子序数的两愔，那末弒可轵頌跺 等于坑 
子质章的两倍 W = 2，)， 
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因此函数 p ( r ) 显然必須具有形式 

沁卜命 ㈤ ， （■?) 

式巾 f 是只依賴于无量綱比値 S 的某一囷数。因为密度 P 正比于 

if 

/^，所以密度分布必須具有形式 ’ 

〆 —警’(吾). 

因此当球的大小变化时，球內的密度分布按一种相似性規律 
而变化，幷且在相似的点上密度反比于苫 0 而变化。特別是，球的 
平均密度反比于丑 6 : 

^ , 
因而物体的总质量见反比于半徑的 立方： 

I 

这两个关系式也可以写成形式 

pccM 2 . (105. 8> 

因此处于手 衡抆态 的球体其綫度反比于它的总质畺的立方根，而 
平均密度正比于质量的平方。后一个結論证实了上面所作的假 
設： 引力物体的密度随着它的质量的增加而增加。 

从下面的定性的討論可以預見到这一事实：由非相对論性的 
簡幷化費密气体所构成的引力球体可以在总质鼍況为任何値的情 

况下处于平衡状态。这种气体的粒: r 的总动能正比于(参 

H 「> 

看(56.6)>,也就是正比于而整个气体的釗力势能是負的，幷 

且正比于两个这种类型的式 子之和 （作 为五的 函数）可以在 
if 
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第卜一耷物质在高溫度和大密度下妁性质 


任何见値下具冇极小値，幷且在极小点丑^ 。 

把 （1 肌 7) 代入 (106. 5)，幷引入无量綱变量 f = f ,我們就发 

現 ：函数 /(O 滿足方程式 


UMh~ fK 


(胤 9) 


幷以 

f ⑼口0，/(1)-0 

为边界条件，这个方程式小 1能以解析的形式解出，而必須用数値 
积分。用这种方法可以 求出： 

I 

/(0)- 178.2, f ( l ) 二 -1321 
借助于这两个数宇値很容易确定常数见硭的値。把方稈式 
(103. 1) 乘以 rW 幷从0积分到尽我們就 将到： 


GM = 



dr 


R 


m dr 


f ( l ) 


由此得 出® 


^=91.9 






(106, 10) 


SM 


最后，很容晃求出中心密度 P (0) 对芊均密度戸 =^5 的比 値为: 


- i ! T ( J ^.-5.99. (106. 1 1) 

P 对⑴ 

①在前节中我們看到：当密度克/庫米 & 肘，物质可以看_篷弗相对論 
性的随幷化电子气体。如果荽求所考虑的球体的平均密度滿足这个不等式，則对于它 
的质釐得到条伴 

jtf »5 xl 0 

其中 0 = 1-99 x 10^ 克是太阳的质 ft , 幷 a 被取为质子质畳的两倍。相应干这样 

的麻董的半徑小子 m 千米。 

为供爹考起見，可以指出：当^^ = 2 ；^时， 

舛肜=1■扣 ><1呎 克 •!！ 米％ 


§ 106 i 大质量物体的平衡 
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在图50上（曲綫 1) 表 i 出比値作为^的兩数的幽綫。 



現在我們来硏究由起相对論性的簡幷化电子气体所构成的球 
体的平衡。这种气体的粒子的总动能正比于參着⑸^ 3))， 

■4 ^ 

也就是正比于而引力势能正此于_|。因此， 这明个 量以同 

H li 

样的方式依賴千凡因而它們的和也具有形式：常数 * R — 1 。 由此得出 
結論 :一般 来讲，物体不可能处子平衡状态：如果常数>0,則乜有 
膨脹的趋势，直到气体变成非相对論性时为止;如果常数 < a 則与 
总能董的降低相对应的是丑趋向子0,即物体将无限制地收縮。只 
有在常数=0的特殊情形下，物体才讨能处于平衡状态，幷且是处 

于五为任意値的随遇平衡状态 U 

这些定性的討論然完仝被定量的精确分析所 证实。 所考虑 
的相对論性气体的化学势同密度的关系为（参看（泌 . 2 )): 

(108. 12) 
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代替方程式 （ K )6. 5), 我們現在得到： 

(關 

現在 x 的量耥为尔格1厘米注意到这一点，我 W 就 发現： 函数 
并 ( r ) 必須具有形式 

^idrK^ ⑽- 14 ) 

而密度分布为 

P ( r 卜警 O ‘ 

因此平均密度現在是反比于万 3 ,而总质量 Mazj ^ p 是一个与球体 
太小无关的常数： 

pccjg , 況=常数三及 o . 006. 15) 

Mo 是质量的唯一値，只有在这个値时平衡才是可能的；当 
时，物体有无限收縮的趋势，而当^时，物体又有膨脹的趋 
势。 

(10 S . 14) 中的函数 /( f ) 所滿足的方程 式是： 

尸⑼二 0 ， ^ (1) ^ a ( 106 , 16 ) 


要精确地計算“临界质量"见。，必須把这个方程式进行数値积分。 
我們現在得到： 

/(0) = 6.897, f ( 1 ) = — 2.018. 

对于总质量我們求出： 

GM n 二 Jf 学 =_ (?!■ ， 

dr [ T=R m%/ K 

由此得出 


M q = 


3.1/fecU 

^\(?/ 


aoa i7) 


i06. 大质 3 物体的平衡 
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54,2, 


令 等于质子质盪的两倍，我 M 就得到札 = 1.45® u 最后，中心 
密度对平均密度的比値等于 

P(O) - -f(Q) _ 642 

p ~~wa) 

在图50中（曲綫 2) 給出在超相对綸性的情形下-作为 i 的® 
数的曲綫。 

上面所得到的关于平衡“冷”球体的质最和半徑之間的依賴关 
系的結果，可以用一条确定丑=龙00的依賴关系的单一曲綫的 
形式在及的整个变化范圍 丙表示 出来。当五很大（因而物体的密 
度很小）时，电子气体可以看成是非相对論性的，因而函数笟00 
按 Hccjr 3 的定律而下降。当足够小时，密度是达样大，以致于 
发生超相对論性的情形，这时函 - y - ~ p— ,~ n 
数苽（扪差不多是常数而等于 itfo M ^ 

(严格地讲，当丑―0时， mat )-* ,z ^ ^ 

Mo), 在图 51 中表示出取 ，0 

= 2%而計算出来的 M =- M { R ) 08 —\^- 

曲綫①。必須注意到：极限値 ° 6 — 

1.沾是非常徐緩地到 达的; 达是 04 —— 

因为： 密度随着离开球体中心的 02 一―― 

程度而很快下降；因此气体可以 0 2 4 % ^ 

在球心附近巳經是超相对論性的、 ® 

而同时在球体的大部分体积內却还是非相对論性的。还应当指 


①构成曲綫的中閜邡分的办法是把方程式 (106-3) 用簡丼化气体的相确物态方 
程来进行 ft 値积分，亦即通过化学势同密度的关系式 


士卜 ‘氓- 十) 1 


C 式中到为交密界限动 t ) 来把方程式 (1^3) 进行 ft 値积分 
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出： 曲 綫的儿 始部分（尺太小的部分)是沒有宄际物理意义的。事 
实上，当宇徑足够小对，密度变将如此之大，以致在物质中开始发 

生核反应 （参看 H 05)。 这时随荇密度的增加，压强的增长此 
更慢，而在这样的物态方程下，…般来讲，彳 T : 何平衡都是不可能 
的吒 

最后，当7?値太 大（因 而观太小） 时 这条曲綫也是失去意义的; 
如以前所证明的（参看第412 頁上的 底沣)，我們所利用的物态 
方程在这个范圍內已不适用。与此相联系，应当指出：“冷”物沐所 
可能一般具有的大小存在若一个上限。事实 h ， 在图 5] 上与物体 
的大綫度相对应的是小质诂和小密度。 伹是当 密度足够小时，物 
质将处于通常的“原子的”状态，#且在我們所咸兴趣的低溫下将 
成为画体。由这样的物质所构成的物体，当进一歩戚少它的质置 
时，其太小显然要减小而不会像图51那样反而增加。因而 
二丑(财）的实砧曲綫必然在某-财値灶有极大値。 

半徑的这个极大値的数量級很容易确定出来， H 耍注意 到:这 
个半徑必須相当于这样一个密度，在这个密度下，电+同原子核的 
相互作用变得重耍起来，即这个半徑必須相当于 



的密度（参看 （105. 1))。把这个关系式同 (106. 10) 式組合起来，我 
們就得 

丑視〜 一 T ~^~ ~~1:〜10 5 米。 (106.18) 


①刘果化学势 JE 比子密度的某次幕：因而尸則物体的內能正、 
比于亦即止比于而引力势能仍旧正比十 一 MVR , $爸很容袅肴 
出： ， n < Vii 时，两个这种类型的式子之和 作为开 的函数虽然也 A 有极値 t 但这个极 
伍是它的极太値而不是板小值 & 
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§107. 引力物体的能置 


大家知道，物体的 M 力势能為防是把 

E m = ^ P9 dY ( 107 , 1 ) 

遍及物体的整个体积进行积分来确定的。但是从这个量的另一种 
表达式出发对我們更为方便，这种表达式可以用下列方式求得。 
我們 設想： 物体是由从无穷远“取來”的物质逐漸“构成”的。設 
J ^( r ) 是半徑为 r 的球內所包含的物质的质量。我們 假設： r 为某 
一値时的质量是我們已經从无穷远“拿来"的；于是为了“增 
加”一附加质量 dM{r) 所需作的功,就等于这一质量(分布在一半 
徑为厚度为心的球壳內)在质量的引力場内的势能，即等 
于 

GMir)dM{r) 

T 

因此半涇为及的球体其总引力势能为 

亙邶一 < 107 . 2 ) 

把平衡条件 （106. 2) 进行微分,我們 得到： 

十 tn 1 学 =Q 

dr dr 

(微分必須在恒溫下进行是画于一个粒子的体积^微 
商一#是从中心作用到在距离 r 处的单位质量的引力，囱此等于 

dr 

- ° M i r \ 再引入密度/> = _,我們就得到： 

T V 


\ dP _ GM(r) 

7^~ dr ~ ? ~ 


(107,3) 

4 
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第十一章物质在高温度和大密度下的性顶 


我們根据这个等式把一 代入 (107. 2), 幷把 

t y ar 


dJ /( r ) 写成形式 p ( r ) -47 rr ^ r ： 


ijt _ u 

必 别方— 


47 t | r 3 ^-dr 


然后进行分部积分（考 虑到： 在物体的表面上， P ( R ) 
T —^0时， 


0，幷且当 


£!抓= —12 tt iWr 


E ^-3\ PdV , 


(107,4) 


因此，平衡物体的引力势能可以表示为它的压强对体积积分的形 
式 。 

我們把这个公式应用到在 i : 节中所考虑的由簡幷化費密气体 
所构成的物体上去。我們以普遍形式来进 行計兑 ，幷 假設: 物质的 

a 

化学势正比子它的密度的某次幂： 


> 

考 虑到 ： diL = vdP =^ dP y 我們就发現 :压强 正比于 

H 


(107 - 5} 


n + 1 


§ p 


( 107 . 6 ) 


在平衡条件 


4+产常数 


中，右边的常数就是物体表面上的势，因为在表面上 M 变成0;这 

个势等于- = 见（只）是物体的总质量)，因此可以 写成： 

ic 
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m P GM 

把这个式子代入决定引力勢能的积分 （107.1)， 幷利用公式 


007, 5_6)，我們求出: 


丑仙= 


2™ 


■ 

； ppdv 

* 


OM 

^2 R 


■ 

¥ 

pdv = 

■ 


一 S 


n+l 


dV 


GM ^ 

~2 E 


+ir … gm 2 


PdV 


2fi 


最后，根据 (107. 4) 把等式右边的积分用五^来表示,我們就 得到: 


五， 皆 『等， 


由此得出 


GM 包 


(107. 7) 


因此，物体的引力势能可以通过它的总质母和半徑由一个簡 
单的公式表示出来。 


对于物体內部的热能也可以得到一个类似的公式。 
个粒子的內能等于幵-(在溫度和熵等于0的条件下）; 
位体积的能量为 


屬干一 

因此单 


—(幵一 Pv ) 
V 

把 (107. 5) 和 (107, 6) 代入，得到 




K p n+1 P 

m ^- i -1 « 


因此整个物体內部的热能为 


I f 

n • 


PdV 、 - 念， 


1 G3P 
6n-l E 


007. 8) 


垠后，物体的总能量为 




3n-10M 
&n-i li 


(107. 9) 
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第十一章物质在髙 a 度和大密度下 的性质 


对于非相对論性的簡幷化气体，我們有因此® 

〜一导亨，^寻亨，仏一 (107-10) 

而在超相对論性的情形下，我們冇■，因此 

E m = -E= 亨 ， A =0. (107.11) 

总能量在这种惰形下等于 0 , 这与前一节关于这种物体的平衡所 
作的定性的討論是^致的。 

§108, “中子球体”的平衡 （ 

对于大质 fi 的物体存在着两种可能的平衡 状态。 一种可能性 
相当于物质的电子-腐子核状态，这就是我們在§ 106 中进行数値 
計算时所假設的。另一种可能性則相当于物质的“中子”状态，在 
这神状态，差不多所有的电子都被质子所俘获，因而物质可以看成 
是中子气体。当物体的质量足够大时，第二种可能性必然变得比 
第一种可能性在热力学上更为有利。虽然原子核和电子轉变成自 
由中子也耍耗費相当大的能量，但是当物体的总质量足够大时，由 
于物体的大小臧小和密度增加，引力能最的釋放(参看下面）足可 
以把这种損耗补苠过来。 

首先我們来硏究达样的問題：在什么条件下物体的中子状态 
可以相当于什么样的热力学平衡（那怕是亚稳定的状态）。为此， 
我們从不衡条件 

常数 

出发，式中 P 为化学势（屬于一个中子的热力势) ，叫* 为中子质量， 

①慽得注童：在这种情形下，況=-芯3【加这与力学中适用于按牛傾定律相互 
作用的铉子系祙的_里窀理是一玖的 C # 看本敦释第一 f “力学”^ io? v 
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平为引 力势。 

因为在物体的表面上压强必須等亍0,阂此物质必然有一定 
的外层具有不大的压强和密度,冈 而处于 电子"■原子核状态。虽然 
达一层“壳”的厚度也讨能与内部稠密的中了-“梭”的半徑相比較， 
但是由于这一层的密度 很小， 因此可以认为它的总质量比“核”的 
质量小得多①。 、 

'我們来比較 P 卜叫〒在两个地方的値：在稠密的梭中靠近丼 
边戽的値和在壳的外部边界附近的値。在这些点的引力势可以认 

为各等于-^_和-|,其中和各为核和壳的半徑，而 

为核的质量,在我們所作的近似下，可以认为它是同物体的总质量 
一致的。至于牝学势，則在这两种情形下主要都决定汙相应粒子的 
內能（結合能)，因为粒子的結合能比它們的热能要大得多。因此 
可以令这两种化学势之差就等于每单位原于 fi 的中性原于（即原 
子核和名个电子）的靜止能是和中子的靜止能量之差;我們把这个 
量用 A 来表示 ®。 因此令在所考虑的两个地方的値相等， 
我們就 得到： 

心咖(吾卜 

由此可以 看出： 不綸半徑苽的値如何，由中子所构成的核的质畺 
和半徑，在任何情况下都必須滿足不等式 

(108.1) 

从另一方面来看，把§ 106的結果应用到由®幷化(非相对論 
性）中子气体所构成的球体上去，我們就求出： M 和丑是由 K 列关 

①自然，在“核”和 “壳” 之間幷沒有任何显著的边界存在，它們之面足以 述鑕的 
方式过渡的。 

© 4/以裨是厣子核和中了的所謂“軚寒率差再乘以 铒&的 原子核单位, 
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笫十一章物质在高溫度和大密度下的性质 


系式彼此联系起 来的： 

财妒二91,97^ = 7.2 克.屎米 3 (tOR 2) 

(r 

(这就是公式 (10 S . 10)，但式中必須把叫和 i 改为 j ^) d 由此把 
沉用及来表示幷代入(108.1)，我們就得到对于贺的不等用数 
宇値来表示时，它給出： 

iSf!> 〜 0-2C^X 


例如，如取氧的 A 値，則我們得到见 > O .： L 70， 如取铁的 A 値，則 
lf >( US 0。 这样的质量相=-丁半徑7?<26千米。 

I 

所得到 的这个不等式确定出质虽的下限，在这个下限以下物 
体的“中子”状态就根本不可能是稳定的了。但是滿足这个不等式 

j 

也还不能保证袂态是完全稳定的，状态也可能是亚稳定的。为了 
确定亚稳定的界限，必須比較物体在中子状态和电子-原子核状忐 
的总能量。从一方面来讲,整个质愔从电子-原子核状态轉变到 
中子状态耍求損耗能量 


以补偿原子桉的結合能。从另一方面来讲，由子物体的收縮又同 

_ 

时发生能量的釋放;根据公式 (107, ].0),这一能量墦益等千 

3 QM 2 / 1 1\ 


式中为物体在中子状态的半徑，由公式 (108. 2) 所 确定； 足为 
物体在电子 - 原子核状态的中徑，由公式 （106.10) 所确定。因为 

所以可以忽略+不計，因而我們得到下列保证物体的中 


子状态完全稳定的条件(仏的角标被省略 掉): 






(108. 3) 


把这个条件同条件 （10 S .1) 进行此較，幷考虑到 (10 S .2)， 我們就 




__ §m “中子球体”的平 銜 423 

看到： 由不等式 (108. 3) 所确定的>1限质量等于由 （10S. 2) 所将到 
的质量的(|^ = 1.89 倍。 H 此，用数字値来表示时，中子状态的亚 
稳定界限是在 


的情形（这时半徑 JJ -22 千米）山。 

現在我們来討論“中子”物体处丁平衡伏态时共质量的上限問 
題。 假如我們应用 S 10 EJ 的結果（公式(10 6 . 17)，但以叫代替 W )， 
那末我們就佘得到这个上限値为 (5(:^ 但是实际上， S 10 S 的結果 
不适用于这里所考虑的情形，原因 如下： 在相对論性的中子气体 
中，粒子的动能与靜止能量同数量級（或更大）山于这个緣故、 
牛頓引力理論已变得不能适州，而必須根据广义相对論来 进打計 
算。同时我們在下面将会看到，超相对論性的情形是根本达不到 
的；因此必镇用簡幷化費密气体的精确的物态方程（在§58的习 
題3中所推导出来的参埤方程）来进行計算 & 

进行計算的办法是把中心对称的靜引力場方程进行数値积 
分,所得到的結染如下％ 

平衡中子球体质 t 的极限値只等于 K 760， 幷且这个 
値当它的半徑为有限値(等于 i ? mi „ = 9.42 千米） 时就已經 达到； 在 
图52中表示出所得到的质量 | 对半徑 及的依 賴关系的曲綫。因此, 


①这时物体的平均密度等于 1.4 x 1013 克/氲米因此中子气体实际上仍旧可 
似认为是非相对瞌性的，因 而我捫 在上面所用过的各公式仍旧适用， 

® 在相对腧性的电子气体中，粒子的动能虽然也与电子的挣止饑董同数釐狭, 
但是同 构成物质主要质董的康子核的靜止能量比較起来仍旧小得多。 

③戋干奸算的細节，可友看原姶文献 J. Oppenheimer, G, Volkoff, 
Phys- Rev,, 55,874 0939 )。 


m 
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MiR) 



图52 

质量更大或半徑更小的稳定的中子球体是不可能存在 的①。 

現在 要問： 质量超过的物体其行为如何。首先，这样的 
物体必然有无限制地收縮的趋势——这是很显然的。要解釋这种 
收縮的性质和进程，需要硏究引力方程的非稳定解。这样的硏究 
只对物态方程的最簡单情形 P =0 进行过，亦即只对由极稀薄的物 
质所构成的球体进行过；这种硏究对于精确的物态方程的普遍情 
形来說可能也正确地表示出过程的性质。詳細情况可参看原始文 
献®，我們在这里只指出一 些杳遍 的結論。 

* 从一个相距很远的观察者（在无穷远处的伽利略#照系）的观 
点来看，球体是边样收縮的:它的半徑漸近地趋向于它的 M 力半徑 

的値收縮率以相应的漸近方式趋向于零。从一个"当 

① fe 这里的质量女我們是指隶积其中球体中的中子总数。必 
須 往意： 这个质 i 与确定物体引力場的引力质量幷不一致；由于“引力 Jffii 亏 
捐，，的緣故，的I力总是 <況 0 当 [时， 31力质 S3fa 冰 =0 + 72G, 

图52上的曲綫缶泞； / fw n 处的皤点实际上是把引力方苞积分窃所得到的曲綫 
Jtf ; AT (/ f ) 的极大点；这条曲錢还继縝延伸到极大点以內半徑梭小的地方，幷且在曲 
縝的这一部分苽是的«小而珙小的。虽然如此，怛是曲綫的这一部#幷不相当于 
球体的稳定平衡。 

⑧ J. R, OppenheimeT, H. Snyder T Ph^/s.R^v~ 7 50j 455 〔 1939 〕。 
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地的”参照系的观点来看，物质以接近于光速的速率向內“坍場”， 
幷且在一个有限的“固冇”时問內到达球心。 

物质的不等于0的压强对收植过程在量的方面的影响如何, 
例如,球体的质量至少要多大才能使这种过程成为可能，——像这 
样的問題仍旧是沒有解决的。 





第 + 二章起伏 

§109. 高斯分布 

我們已經一再强 調过： 表征处子 f 衡状态的宏观物体的各物 
理量，实际上总是在很大的精确程度上等子它們的平均値,但是离 
开平均値的偏差不管它們多么小总是存在的（通 常說： 这些量在 
起伏)，因而发生寻求这箜偏差的几率分布的問題。 

我們来考虑某一閉合系統，幷設/为某一表征整个系統或它 
的某一部分的物理量(:在前一神情况 F , 达个量不一定要像能量那 
样在閉合系統巾严格地保持恒定）/ ^ 

我們将认为 f 是这样一 个翼： 假如給定它一个确定値（与它 
的平均値7相差很 M 著)，那末就可以用它来表征一定的非完全平 
衡的状态。換句話說，这个量的弛豫时問 H 当比系統中可能发生 
的共它趋近于平衡的过程的弛豫时間大得多。屬于系統中任何不 
太小的部分的大多数物理量都滿足这个条件。这样的量的起伏称 
为热力予起伏。 

在§ 7中引入熵这个槪念的时候，我們已經强調 指出：这个虽 
按它本身的实质来讲，只能相对于不太小的有限的时間間隔来定 
义，因而在任何情况下都不能討論它的瞬时値 3 因此虽然平衡物 
体中連績不断地发生若起伏，仴是却不能严格地讲它的熵按怎样 
的进程在变化。 

虽然如此，但是在硏究起伏的时候，可以非常侖理地引入一个 

I 

純粹形式的关于“熵的改变”的槪念如 設別 f ) 是处于不完全 
平衡状态的物体的熵，这个不完全平衡状态由/这个景的一个給 
定値来表征； G 然，： f 不一定 h 分靠近在完全平衡找态的手均値7, 




§1 ⑽. 高浙分布 


427 


換句話說，/-/之差不一定在平均起伏的范圍之內 u 这个定义不 
是完全单値的，冈为在同一給定的 f 下，还可能冇各种各样的不完 
全平衡。精确的表 述是： 应尚考虑在給定的 f 値卜‘所叮能的最完 
全的統計/卜衡 D 

因此，只冇在/ 一了之差不太小的情况下，函数 s ( f ) 才其有熵 
这个名詞的含义。虽然如此，但是在/对的起伏性的偏离下，我 
們也以純粹形式的方式来考虑这朽定义的函数 SiD , 

为了方便起見，以后我們总是把平均値7从 f 威去，即用 
7这个量来代替/本身。相应地， s 也应3表示为$的雨数 
的形式： 

=汐⑷. 

在 S 7中所作的那些推論 表明： 如果把系統的熵形式地考虑 

为子系統的能量精确値的函数，那末函数^就給山这些能量的 
几率分布〔公式 a 17))。但是很容易 看出： 在这些推論中根本沒 
有用到能量所特有的任何性质。因此，利用与函数 so ) 完全类似 
的推論，引到这样的 結果： z 这个量的値在$和％+办之間的問隔 

內的几牟正此于沪⑽ / fc 。 把这个几率用沈化)如来表示，我 們有： 

s ⑻ 

如0)心=常数 (109. 1) 

在討掄进一步可以从达个公式作出哪些推論以前，炖当先考 
虑一下这个公式的适用范圍。推导出公式 009. 1) 的全部根据隐 
含着这样的 要求： ^这个 M 的行为必須是經典的因此我們必 
須求出保证量子效应可以忽略不計的条件。 

在量子力学中大家知道，在准經典的情形下,在能量和某一量 
沉 二者的量子不准度之間存在着关系式 

①自然这幷不寇味者整个系扰必須是桎典的，除工以外其它 IS 予系貌的量可 
以是 fi 子性的。 
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式中土 是％ 这个显的經典的变化率①。 

我們所威兴趣的$这个 m 如杲具有非平衡値，那末它就将随 
时間而变化，它的变化率可以用时間常数，来表 征®: 女 〜+，因此 

AEA ^ c ^—, 

r 


昆然，如果說 r 具有确定的値，那末只能在 r 这个景 的最子不准度 
很小的条件下：由此得出 

△五》 支 


由此可見，能量的 fi 子不准度必須比 I 大得多。因而系統的熵同 

£ 

时具有不准度 


AS 》 


h 

7 r 


要使公式 （109* 1) 具 W 实际意义，显然必須使熵的不准度此办 
小 得多: 此得出 

JcT^K t »-^- (109,2) 

t . a 


这就是所求的条件。当溫度太低或 $ 这个量的变化太快 o 太小) 
时,起伏就不能再看成是热力学起伏了，而是純虽子的起伏起着首 
要的作用。 

現在我們回到 (109,1) 式。熵足在运=0时具有极大値。因 
此 


0> 爹看 本我程第三卷“量子力学 ' S 14,公式 C14.1I)。 

© 时闻 r 幷不一定是^这个虽达到平衡疵的驰豫时間，如果 3 T 达个量是在受到 
捩动的悄况下赶向干 A 可以小于弛时間。例如，如果我們所討掄的是物体的 

某一小邡分 C 共後度中压强的变化，那末 r 与波长为的声振动的馬期同数 
1級,即 f 〜 a / c , 其中 c 为声速。 



9 JS 

9 x 


二0, 


a ? 


< o . 


z 这个量在起伏时是很小的。把按$的幂次展汙成級数，幷 
只取到二次項，我們 得到： 

邮)=^(0)-|>， 

式中$是一正常数。代入（109.1)，我們就得到下列形式的分布 
儿率： 


j4e 2 ^ 如 


归一化常数 J 由条件 


毋 ： fli 


所姶出。虽然我們在这甩所用的表达式只适用于很小的 
' 但是由于被积函数随 id 的增加而很快地下降，所以积分范圍 
仍旧可以遍及从 -«> 到+ «的所有値。进行积分后，我們得到 
\/ §l^7rh. 

因此起伏 w 的不同値的几率分布由公式 




(109. 3) 


所确定。这种类型的分布称为高斯分布；它在 ^-0 处具有极大 
値，幷在 ir -0 的两側对称地随着的增加而很快下降。 

起伏的均方値等于 


丄 

%7 rh 


dar — 


(109. 4) 


因此因而我們可以把高斯分布写成形式 


w(x)dx— 


1 



1 da ；. 


(109. 5) 


由此可見， W 愈小，則扣 0*0 的极大脏愈尖銳一这原是理所当 
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然的 ： 

知遨了均方値7，就 W 以求出任 K 函数？ (W 的起伏均方値。 
由 f $ 很小， 所以我 們布： 


由此得出 



( 109 . 0 ) 


§110. 几个热力学量的高斯分布 

在 h 节中，我們所研究的是只有一个热力学 fi 离开其平均値 
的偏差的几傘,而幷不考虑到共它量的値如何,亦即认为它們的値 
是任意的用类似的方式也可以确定一系列热力学量同时离开 
各自的平均値的偏差的几率；我們用叫，〜，…，〜来代表这些 
偏差 & 

我們引入炳…，心）作为所冇 A , W ， 心这些: y ： 的函 
数，而对于几率分布来讲,有类似于 (109. 1) 的表达式 

S 

常数 J … dx n - (110. 1) 

我們把 S 按々 的番次展开；取到二次項，則之差可以表示 
为負的二次型的形式. 

S - Sq =—— 

办*是 d 的二阶微商，所以显然灼办 f 。 以后我們将省略掉求和 
符号，而把凡是出現两次的角标都理解为 〈遍 及从1到抑的所有値 
的）求和。于是我們可以写成： 

① 这竞 味着：我們在5 10 〆 屮所用的闺数 SO ) 是熵在铪定的，非平衡的 r 値下 


所可能取的最大値。 
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(no. 2) 


把这个式卞代入 （110, 1 ), 我們就得到所求的儿率分布的表达式 


A osp ( ^ hp 




常数_4由归- 化条件 


卞 0 

H 


exp( - KTpih^k )dxt*^dx n ^ 1 


来确定。和 U 09 中的理由一样，在这里相对千每一个 A 的积分 
也都可以从-〜积到+™。我們以下列方式来进行积分。我們把 

叫仏…，〜这些量进行綫性变換 

Xi —a i}c ^ ( HO . 3) 

这个变換把二次型+氏变換成諸平方 之和。为了滿足 




亦即滿足 

(式中‘当时等于0,当时等于1)，就必須使变換系 
数叫滿足 

^ ik a il a km = (110. 4) 


的关系——只要把代又 ik ^ kj 就可以看出选一点。大 

家知道，由心 h 这些和式所构成的行列式等于行列式和 
! 6^1之积；对: TS 多的行列忒来讲，情况是类似的。因为行列式 

所以由 fla 这些变換系数和氏&之間的关系式 （110.4) 

可以得 m 




(im 5) 
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式中 P 和 a 代表行列式 I 氏 * I 和1心 I 。 

在归一化积分中进行这个变換，因为雅可俾式 


9( 況1…〜) 

3( 十 O 


我們 得到: 


Aa 


t -» 屮 ■ 

H 






这个积分現在分离成 《 个积分之积，求 m 这些积分幷考虑到 
( U 0. 5), 我們就得到 r 

j = (27 rfc ) 

因此我們最后求出几个量的髙斯分布的形式为‘ 

w= ^ ^ ~ -esp^ (110.6) 

我們引入 


= 仏切3^ (110* 7) 

€ 7 Xi 

这些量，幷来計算这些乘积的平均値： 

I 

saX k = ^Ai^exp^ - 

(2^)^ J 、 

为了求出这个积分，我們暫时 假設： 平均値力不等于 b 而等于某 
—有 限値而 &于是在 ( uo , e ) 中我們必須把々 写成％ —心 , 幷且 
按平均値的定义我們 得到： 

^i= ― ^3— ^ exp - —Xi ^) (^— 

川 一 7, 、万 」 J L ZK 


(277*) 


— ^ ko ) 


ds；i 


dx n ~ Xi Q . 


把这个等式对办 o 进行微分，随后义重新佘所有的…，知。都等 
于0,子是在右边我們得到 s iJS ， 而在左边所得到的正是我們所求 

的积分除以 t 


因此我們 樽到: 


110. 几个热力学的茚斯分布 


iCi^Xjo ( 110 ‘ 8 ) 

把 (110. 7) 式代入上式（为了方便起見把角标的符号換了一下），我 
們就 得到： 

我們把这个等式两端乘以 KiU 即乘以 0 k 的逆矩陣元)，幷相对于 
角标 m 进行求和： 

但是根据逆矩阵的定义， 0 Ti ^= hi , 所以我們得 到®: 

(110. 9) 

最后，我捫来計算根据 ( U 0.7) 和 （ U 0.8), 我們得 

YiT h = i 0 ikt ( lio . 10) 

也 pT 以很容易求出 * * *? 4这些 fi 的任意面数/(而…心） 
的均方起伏^因为离开手均値的偏差很小，所以 = 在 

这里#这些微商都 是取巧 = »,■••, A = 0时的値。由此得出 

7 -tto 3 / —— 

丽她， 

把 ( U 0. ⑴式代入上式，得出 

I 

⑽ 2= 壤兹成 （皿 11 ) 

如果有任意两个々（臂如說是 A 和吻）的起伏是統計独立的， 
那末平均値^就等于它們各 ft 的平均値 f 和5之积，而闶为 
5和5都等于0,所以^之积也等于0。根据 (110. 9), 这也就 


(D 达个 S 称为 A 和 U 这两个置的相关系数。 
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是：不难 看出： 在高斯几率分布的情形下，逆定理也是 
成立的如果$1吻 =0( 即拓 " s 1 =0)，則^1和这两个景的起伏是 
統計独立的， 

事实上， A 和吻这两个设的几傘分布 Wl 2 是通过把分布函数 
“10. 6) 对所有其佘的&进行积分而得 到的； 这样所得到的表达 
式的形式为 ’ 

㈣ =常数 — — 

(式中 i & U 这些系数一般来讲不等子各相应的矩陣元氏把 
(110.9) 式应用丁这个分布，我們就 求出： 如果 

n 

^ = 0,則= 0。但是对于一个二秩矩陣来讲，逆矩陣元试疒 
变成0也就意味着原矩陣元糾 2 变成 0' 結果，奶 2 分离成对子 
A 和而的两个独立的高斯分亦之积，这也就足說：它們是統訐独 
立的。 


§111. 基本热力学量的起伏 


我們继績来計算物体中被选定的某一小部分的基本热力学董 
的均方起伏。自然，这一小部分仍旧包含足够多的粒子。但是，在 
很低的溫度下，这个条件比保证不出現量子起伏的条件（]09. 2) 要 
松懈得多；在这种情况下，物体这一部分可允許的极小尺度就由后 
-条件来决定为了避免誤解起見，必須强調指出：关子量子起 
伏重要到何种程度的間題，与量子效应对物质的热力学性质(物态 


①对于一个二秩矩陣，我 捫有： 

jg-l ， _ Pj^ _ 

12 ^11 ^22 

® 例如对子压强的起伏来讲，条件矿与 (参 看箔 423 頁上的底 
厍②)袷尚 


a ^ hc / kT , 
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方程)有何影响的問題沒有任何关系;起伏可能是純热力学的，但 
同时物态方程却可能决定于量子力学公式。 

对于像能量、体积等这些旣具有热力学意义又芄有力学意义 
的量来讲，起伏的槪念是不言而喻的 & 但是像熵和溫度这些量，它 
捫的定义主要是根据我們在一个长时間內对物体的考察，对于这 
些量来讲，起伏的槪念需要再明确 一下。 例如，設汉(爲 n 为 
物体的平衡熵作为它的（平均）能 fi 和体积的函数。我們把函数 
形式地看成是能量和体积的(起伏着的)精确値的函数，从 

I 

而把熵的起伏理解为这个函数的变化。 s 

在前几节中我們已經看到 f 起伏的几率切正比于其中 
为閉合系統的总熵，亦即物体整体的熵。这也可以換一个形式 


* y 

式中是熵在起伏时的改变。根据公式 (20. 8)，我們有： 

式中为了使物体中該小部分(物体的其余部分相对于达一部 

I 

分来讲起着“媒质”的作用）的热力学量以可逆方式完成給定的改 
变所必需的极小功。因此， 

• ( 111 , 1 ) 


我們用表达式 

F 0 AF 

来代替式中是物体中該小部分的能量、熵和体 
积甶于起伏而引起的改变 。和 A 是“媒质”的溫度和压强，亦即 
物体的溫度和压强的（平均的） 平衡値 。以后我們将省略掉作为 
起伏量的系数的所有各置的角标0;它們所指的总是 t ： 們的平衡 
隹。因此我們有； 
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-- - • 1 •… … - 1 

w oce- u ^ TA ^ PAVUkiT , cm 2 ) 

应当 注意： 在这种形式下，这个公式适用于任何起伏——无論是 
此較小的还是相当大的；所謂相当大我們在这里是指的这样的起 
伏： 在这种起伏下，例如 AA ’ 可以同物体的这一小部分本身的能 
量相比較，伹是比整个物体的能量0然仍旧小得多。当应用于小起 
伏时(通常就是这种情形)，公式 （ I . U . 2) 給出下述結果。 

把^展开成級数，我們得到（参看 g 21): 

+ p ( AF ) 5 \ 

很容易看出：这个式子又可以写成形式 

音[虛 ( IIX + AyA (箓) 譜-仏从)+ 

于是我們得到起伏几率 UU! 2) 的形式 如下： 

切 cc e AJ ^一 iTi . (11 L 3) 

. 从这个普遍公式可以求出各种热力学量的起伏。首先我們选 
取 F 和 T 作为自变量^于是 

， 叫鼽叫夢)，， 

^(蛋), + (盖)产 

头一个方程式可以写成形式 

叫 盖)， 

(参看 (13. 5) 和 (16. 3)) c 把这两个式子代入 (111. 3) 中的指数，我 
們就发現： AVAT 的两項抵涫，因而剌下 的是： 

W ccexp 卜 ^ (AT) 3+ 2 lr(f)/^> 3 i* ail - 4) 
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这个犬子分解成两个因 T , 各只依賴于 AT 或換旬話 

說，溫度葙体积的起伏是統訏独立的，闪而 

ataf =o. (m. 5) 

把（11〗. 4) 中所分解出来的两个因子各同高斯分布的普遍公 
式 (109. 4) 进行比較，我們就求出溫度和体枳的均方起伏的表达式 


如下: 


( AT ) 




kT 2 

%， 


( 111 . 6 ) 


w —砍 (睪》 


(111-7) 


这两个量都是正的，这是由于热力学不 等式仏 >0和 
的緣故。 

現在我們选取 P 和及作为 （11L3) 中的 S 变量 p 于是 


AF 




/9V\ 

^ VaF / 


叫||)尸， 

w + (S ) 严 


但是根据关系式 dw -^ Tds ^ rdP , 我 們有: 


因此 


(a=S=(fV 


ds 


根据公式，我們祐 






<§) 


s 


把 AF 和代入 (m 3)，我們就求出: 
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峽— “§)/ 奶-忐⑽ 2 f 叫幻 

像在 （111. 中一样，这个式子也分解成两个因子，分別依賴 
于 AF 和 A 及換句話說，熵和压强的起伏是統計独立的®，因而 

I 

ASAP =0. ( 111 . 9 ) 

对子熵和压强的均方起伏，我們 求出： 

(A^P- hO p , (111. 10) 

石砰一肿 (|f). (ni.u) 

从我們所得到的这些公式可以 看出： 可加性热力学畺(体积和 
熵）的均方起伏正比干物体中它們所屬的那一部分的大小（体积)。 


与此相应，这些量的均方根起伏正比于体积的平方根，因而相对起 
伏反比干体积的芋方根；这与§ 2中所作的普遍論断(公式 (15)) 
完全 一致。 但是对干溫度和压强这样的量， 則它 fl 的均方根起伏 
本身就反比于体积的芋方根。 


关系式 （111. 7) 所确定的是物体中包含一定数目 I 个粒子的 
某一部分的体积的起伏。把这个方程式的两边除以 iV 3 , 我們就求 
出每个粒子的体积的起伏 




(111 12) 


显然，这个起伏与我們是在恒定体积 F 还是在恒定粒子数下考虑 
起伏必然是无关的。因此由 （111.12) 可以求出处于物体的一定体 
积內的粒子数的起伏。因为在达种情形下， F 是給定的量，所以应 
当 写成： 


4 ^ -i-= 

N 



cd r ， r 和 s ， p 这两 对童的 統計独立性可 以由下 述的理由直挂 看出： 如果（在 
5 110的各方程式中）选取々= 4^々= 4厂作为 A 这些最，則相应的 Xj 为（盎看§ 22): 
Xi = AT / r , X 2 =- AP / T . 但味 ft 时^ 1=0( 棋据普萆关系式 CU 0.8)), 因此 
得出 （111.5) 和 (111,9), 
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以此代入 （ in , 12 )，我們 求出： 

㈤ 氣 (111^3) 

对于某些計算来讲，更方便的是把这个公式用另一种方式来 
表示。微商是指在恒定的#下取的，注意到这一点，我們 
可以写出： 

V^\9P/ T ^ \9P V/ T ,y ^ 

但是粒子数 J \ T 作为尸 , A r 的函数来讲，由千齐次性的要求必須具 
有况^ rf ( p , ir ) 的形式(参看 s 24)； 換旬話說， | 只是 p 和 t 的函 

数，因而究竟是在恒定的汉下还是在恒定的 F 下来对 | 进行微分 
是无关重要的,因此我們可以 写出： 



(式中我們应用了关系式等/这个关系是由热力学恒等 
式 （24, 14) 此；-说 r — ;咖得出来的)。因此我們得 

到粒子数起伏的公式如下％ 


①这个公式可以很容易地 e 接从吉布斯分布得出。按照平均値的定义，我 n 
有： 

N ; e n/kT ^jy e^K/kT 

把这个式子对#进行微分（在恒定的 f 和 7 下 Mtr 得到： 

砮 ， P 士 ( FT + 瓦普). 

N » 

伹足 所以 

， - Ha# 去涵 % 

由此抆們就得到公式 （1 H . 14)。 

从吉布斯分布出发，也可以挦到其它热力苧 t ® 伏的表达式。 
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^_ u^LJ -- - —C » | ■ 1_ ■ ■ ■■■ ■ 

*■ 

J^N?= ^ (111.14) 

除了上面所考虑的各热力学垦以外，物体也可以用它相对于 
媒质的宏观运动的动最 P 來表征 ^ 在平衡状态沒有任何宏观运 
动，即 P = 0。 虽然如此，但是由于起伏的緣故，运动仍旧可能出 
現；現在我們就来确定这种起伏的几率。在这种惰形下，极小功 

J?min 就直截等于物体的动能： 

„ P 2 Mv 2 

式中见是物体的质量， v = | 是宏观运动的速度。因此我們得到所 
求的 几率： 

_ Mv* 

t^oce EJ&T . (Ill, 15) 

应当 注意： 速度的起伏是与其它热力学量的起伏統訐独立的。速 
度的每一直角坐标分量的均方起伏都等于 

j 

它与物体的质量成反比。 

从我們廚得凑[|的这些公式可以 看出： 像能量、体积、压强、速 
度这些量的均方起伏在耜对零度下随着溫度的一次方而变成0。 
凡是同时也具有純力学意义的热力学量都具有这种共同性质，但 
是像熵和溫度这样的純热力学最則一般沒有这种性质。 

溫度起伏的公式 (111. 6) 也可以从另一种观点来解釋。我們 
知道，溫度的槪念可以通过吉布斯分布来引入;这时溫度被看成是 
确定这个分布的参量。当应用于孤立物体时，吉布斯分布也完全 
能描述出它的統計性质，但其不符之处 在于： 吉布斯分布使得物 
体的总能量具有虽然很小但毕竟不等于零的®伏，而这种起伏实 
际上是不应当存在的（参看第101頁)。相反地，如果认为物体的能 


*1 



111. 蛀本热上学 直 的起伏 
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量是一个給定的量，那末就不能賦予物体以一个完全确定的溫度， 
而必須 认为： 物体的溫度經历着由公式 （ m . 6) 所确定的起伏，其 
中是物体作为一个整体的此热。显然这个 i 表征一个孤立物 
体的溫度所能确定的精确程度。 


1. 試求能量的均方起伏〔用 F 和 T 作为自变最）。 
擗我們冇： 


AE 




卒方后取其平均馗，我們就得到: 


I — 




函 2 —卜 d p MH 


試求 P 和 S 为变量）。 


iAW) 2 =-kTV^ 


試求(用 r 和 T 为变量）。 


f 3P 

VTf 


+ hT^a 


ATAP 


ftT 2 / dP 


X ‘ 


試求^^(用卩和了为变量）。 


AVAP-h 

試求 Js&Y (用 7 和 r 为变 監）。 


而 O 


試朮 ASAT (用 F 和 T 为变量）。 




7 , 試求一鉛垂悬挂的数学摆的偏离角度的均方起伏。 



442 


馆十二章起伏 


m 段丨为摆長，招为其质量为偏离鉛垂綫的角度。在这种情形下, 
极小 B min 就 是刍摆 M 离时对電力所作的机械功；对干很小的^来讲, 

- r _ kT 

9 一 w 

8. 試求一根拉紧的紘上各点位移的均方起伏^ 


M 設 i 为鉉长，尸为張力。我們考虑紘上与共一端相距 Z 处的一点, 
幷設这点的横位移为 w 为了确定？，我們必須考虑当$这-点有铪定位移 
y 时絃的平衡谚状；这时絃的形状由自絃的固定两端至 U , y ) 这一点所引的 
两条直綫构成^在絃的这种形变匕所作的功等 T 


由此我們求出均方 诳为 



y 2 

9* 試求紱上不同两点位移起伏乘积的平均値。 

解設 yi , y 2 各为絃上与共端相距^ ^处的两点的攒位移!:幷設 
x 2 >^) o 在铪定的! h 和办 r ， 拈的卒衡形状由三条直綫构成，所作的功为 

min 、 一 - X ^ Xz - Xi ) - ~ X { ))' 

按照 (110. &)，我們 求出： 

- kT 

yiV ^ =7 pti (卜 A ), 


8112* 理想气体中的起伏 

I 

J 

把7 = ^代入 （ UL 13)， 就可以京山理想气体中比較小的 

某一給定部分体积內 粒下数 的均方起伏。这样得到下列的簡单 
結果： 

( AJNT ) 2 = A t . ( U 2. 1) 

因此粒子数的相对起伏就直截等千粒子平均数的平力根的倒数： 

VH 3 FF "— _1 一 

~一 W 
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为了計算玻色或费密理想气体中粒 T 数的起伏，我們必須把 
作为户，7和7的菡数的表达式 (55. 5) 代入 (111. 14)， (55. 5) 

是把坡色或费密分布函数进行积分求出来的。但是这样得到的式 
子太复杂，我們在这里不把它們写出来，而只注意到下列事实。 
我們曾經 看到： 对子坡色气体来說，在！ re ? 7 。 (参看 §59) 的溫度 
下，扭强不依賴于体积；換句話說，它的座綰系数变成无限大。根 
据 （111. 13)，由此就会得出 結論： 粒子数的起伏也变成无限大。这 
意味着：在計算泜溫下坡色气体中的起伏时，其粒子間的相互作 
用不論多么小也不能忽略不計；在任何实际气体中必然存在着相 
互作用，考虑到这种相互作川就必然导致有限的起伏。 

我們进-步来考虑气体粒子按不同量子态的分布的起伏。我 
們重新考虑粒子的量子态（包括它們平动的不同状态)，幷設叫为 
这些量子态的占据数。 

我們来考虑处千第 （ 个量子态的呢个粒子的集合；由于这一 
耝粒子与气体中共余粒子是完全統計独立的（参看自 37), 所以我 
們可以把公式 （11 L 14) 应用 于这- 組粒子： 

JoT^ ( 112 . 2 ) 

当应用于費密气体时，应当把 


e +1 

代入 ( U 2.2 h 进行微分后，我們 求出： 

_ e JbT _ 

(A%) 2 = -F ^： - (112, 3) 

( e — i ^ + iy 

对于坡色气体的情形， 用类似 的方式 求出： . 

c r 

- 7 ^ - 7 = ^(1+^). (112, 4) 

(e—wr— — l ) 2 





第 + 二帟起伏 

対于坡耳茲 s 气体，把&代入，3然地得到公式 

(112,6) 

这正是 （1] 2. S ) 和 (112. 4) 在 ^«1 时所趋向的結果。 

p 

我們現在把 (112. 3) 和 （112. 4) 相对于总共包含个 
粒子的％个相邻状态来进行求和<> 由于上述不同％的起伏的統 
計独立性，我們 得到： 

(△砂=职(1 干七) ^ N 5 干 D ， （m 6) 

式中七 是相邻各&的共同値，而 

上面所得到的公式可以应用于例如黑体輥射（光了-的平衡坡 
色 气体)，对于这神情形，在(112.4)中必須令# = 0。我們来考虑 

(在体积7內的）光子的頻卓在小間隔内的一組量子态；这样 
的量子态的数目等于 

q ^ YjS ^ 

J TlV 

(參看 （60. 3))。 在这个頻率范圍內的量子的总能量为 

把 （112 i 6) 乘以我們就得到黑体輻射在孩頻率間隔 Aoj (省 
略掉角标 J ) 內的能量万的起伏的表达式 如下： 

(li2. 7) 

这个式子是由爱因斯坦 （1909) 首先推导出来的。 

习 理 

試求电子气体在比簡幷化溫苽低得多的溫庋下的 
解在計箅 H , 我們可以用^在絕对零度下的表达式 （56* 3)。 
經过簡单的計算就 岢到： 

破 = 弓;：笋(餐)' 



§ 11 S - 泊松公式 
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§113. 泊松公式 


知道了气体中給定体积內粒子数的均方起伏 （1H 1) 后,我們 
就可以对粒子数起伏的几率写出相应的高斯 分布： 


w(N)dN 




(N-N) 


2N 


dN 


( 113 . 1 ) 


但是这个公式只适用于小的起伏。 Y —友之差必須比粒子数及 
本身小得多。 

如果气体中所选定的体积「足够小，那末其中的粒子数也不 
大，因而考虑大的起伏也是有兴趣的，在这种起伏下及一刃变榑 
可以同及相比較^应当 注意: 这个問題只有在应用于坡耳茲曼气体 


时才是有意义的，因为在費密气体或坡色气体中，这样的起伏的几 
率只有当体积小到量子起伏占优势的时候才变得显著起来。 

解决上面所提出的問題的最簡单方法如下。設和为气 
体的总体积和共中的粒子总数，幷設 r 为比小得多的一部分体 
积。由于气体的均勻性，显然某一确定的粒子处于体积 r 內的几 

率就鮪单地等于 f 之比，而况个确定的粒子同时处于 F 內的几率 
为同理，一个粒子不在体积 r 內的几率等于而 

況0—I个确定的粒子同时不在 F 內的儿率为 ^ N o H 

此 Y 个任意的分子一起处于体积 F 內的几率叱V由下列表达式所 
給出： 



(V 

N\ VF 




( 113 . 2 ) 


式中所包括的这个因子是从 N 0 个粒子中选取 Y 个 
粒子的可能方式的数目。 
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在我們所感兴趣的情形中， F « F 0? 而粒子数 iV 虽然可能与它 
的平均値犮相差很大，但比起气体中的粒子总数 iV 。 来6然还是 
小得多。因此我們可以令仏〖兰 （ jv 。 一 幷在括兮的¥指 
数中忽略掉于是我們 得到： 




但幷不是別的，而就是体积 F 內粒子数的卒均値犮^因此 

y 0 

我 們有： 

w^i = 

最后考虑到 



lim 






这个熟知的公式，闵为很大，我們町以把用来 
代替，最后得到我們所求的几率分布的形式为 ® 

N N e ^ aw w 

吻= —沿 ■■■■■■ - (113.3) 


这就是所謂泊松公式。很容易看出：它滿足归一化条件 




二 1 - 

JV =0 


我們用这个分布来計算粒子数的均方起伏。我們 写出: 


N ^=^ N 2 w It 

N^O 


晶 


(D 对于起伏很小的俏形 CiiV — 很大 ）， 这个公式自然地过渡到公式 

(U3.1)。 达一点很容袅看出，只龙当数目V很大时应用阶乘的斯 特灵渐 近公式 

yi =\^ 2 ^ N - N ^ e^ r 

幷把 In^^N 的幂次展开成級数就行了。 






(A 了一 1)! 




由此我們对于所求的起伏仍旧求出以前 的値： 

{ J^f 二 W -免 (113. 4) 

因此粒子数的均方起伏不仅当犮很大时等于及，而且一般来讲在 
N 的任何値下都等于及。 

应当 注意： 公式 （113. 3) 也可以直接从吉布斯分布得出。根据 
吉布斯分布，气体中 I 个粒子同时按不同量子态的分布由表达式 


exp 


X1 + /A 


iN-X& h 

W / 


所洽出，式中2&是各个粒子的能量之和。为了获得所求的几傘 
必須把这个表达式对“分配”到这个体积 P 中去的粒子的所有 
状 态进行 求和。我們把这个求和分別地对毎一个粒子的状态来进 
行，同时必須把所得到的結果除以友！（参看纟 41), 于是我們 
得到： 


W 忍口 




e foT 


但是在这个式子中的和式不是別的，而就是在所考虑的体积內的 
粒子数的平均値： 




因此我們求出: 


= 常数 


W 


然后由归一化条件我們求山 ：常数 = e ^® 
(113. 3) 0 


这样就重新得到公式 


①这就是耽，0二 一尸 - sVfcr , 与免拉泊龙方程符合 


m 
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§114. 溶液中的起伏 


耍訃算溶液中的热力学量的起伏，也可以用 S 111中考虑相 
同粒子所构成的物体中的起伏时所用过的那神方法。如果我們預 
先进行下述的考虑，則相应的計算还可以大太簡化。 

我們来考虑一小部分溶液，其中包含給定数0 #个溶剂 分子; 
我們的 g 的是要訃兑这一部分中被溶质分子数《的平均起伏，也 
就是这一部分中濃度 c = | 的起伏。为此，根据§]09开头所讲 

J\ 

的，我們必須考虑溶液在給定的非平衡《値下所可能的最完全的 
平衡（参看第430頁上的底注） s 獏度的給定幷不影响溶液的这一 
小部分和其余部分之間平衡(相对于它們之間能量交換的平衡，或 
相对于它体积变化的平衡）的建立。前一种芊衡盘味 着:在 整个溶 
液中溫度必須到处保持常數 （S 9), 后一种平衡意 味着： 在整个溶 
液中 m 强必須到处保持常数 （ § 12)。因此,要計算均方値 
只要硏究濃度在恒溫恒压下所发生的起伏就行了。 

这个事实本身就已經意味着：濃度的起伏和溫度和强的起 

伏是統計独立的；換句 話說' 

aTAc^O, (114.1) 

根据 (95. 1)，在恒溫恒压下使粒子数《改变所需要的极小 


功等于 




CD 吏产格的 证明可 以用第368 頁上的 底注中所描述的方法。借助于热力学恒 
等式<^二7^5~户，+^咖（在^ =常数下），我們可以把(：95丄改1；?成形式 

职 mi n = (T- T 0 ) dS - lP - P ^) dV + M?i. 

由此可以看出：如果选擇下列各量作为方 dl = A^l, = = 那末相应的X; 

各为 ： Xi = ^ x 2 - x 3 = „子是由和：^二 0 就得出 

等式〔 114 . 1 )。 


5 115, 起伏的相关性 
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式中 〆 是被溶质的化中势。把 A 中按的幂次展开，我 們有： 

于是 

把这个表达式代入普遍公式 （ m . 1)，幷把它同髙斯分布公式 
(109. 4) 进行此較，我們就得到所求的粒子数 h 的均方起伏： 

( U 4. 2) 


.014.3〉 

即濃度的均方起伏反此于溶液的这一小部分中物质的数量 < iv )， 
这原是理所当然的（参看第 43 S 頁)。 

对于弱溶液，¥二^，因而 ( U 4/2) 給出： 

tm n 

(114.4) 

v . 

我們可以看出这与理想气体中粒子数起伏的公式 （ lt 2. 1) 完全类 
似，这原是所預期的。 


( Ak ) 


mt 




除以 A ^， 就得到濃度的均方 起伏: 


( Ac ) 2 - 




N- 


3 〆 

—Hi T 

dc 


P 


§115, 起伏的相关性 

在均勻的各向同性的物体(气体或液体）巾，粒子在空間的所 
有位匱都是等几率的，这一論断，在其余所有的粒子可以占据任意 
位匱的条件下，适用于每一个給定的粒子。自然，这个論断幷不 
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与下述事实 矛盾： 由于粒子的相互作用，在不同粒子的相对位置之 
間必然存在舂一定的相戋性;后者的意思 就是： 替如說，如果我們 
同时考虑两个粒子,那末当給定一个粒子的位匱时，另一个粒子的 
不同位 g 幷不 是等几 挛的。 

为了簡化以后的式子，我們只限于考虑单原子物质，在这种情 
形下，每个粒于的位置完全由它的三个坐标所确定 

我們用来代表(在給定的时刻)处于体积元^內的粒子 
数<> 由于抓无限小，所以不可能有一个以上的粒子同时处于其 
中；两个粒子同时处于其中的几率是一个更髙級的无限小量。因 

此粒子平均数 Si! 7 也就是一个粒子处于体积元 iJF 內的几率。 

•• 

我們来考虑平均値 

(?*1 一元 一 （石）*， (115* 1) 

式中％,吻为粒子数密度 Mr) 在空間的不同两点的値，而5代表 
密度的平均値，由于物体的均匀性，它在所有的点上都是相同的 
(心幻。假如不同粒子的位匱之問沒有任何相关性，那末我們 
就会得到&因而平均値 (115,1) 就会变® 0。 因 
此这个量可以用来作为相关性的度量。 

我們用来代表当有一个粒子处于体积元 dFi 內时粒子 
处于体积元內的几 率;？ ^是两个体积元之間相对距离的絕对 
値 lr a —rd 的函数。 ， 

因为我們巳經指出，粒子数》邠等于0或1,所以显然手均 

値为 

■ | — 

wirfF 1 - n^dV 9 = 元丄 rfFmisdFg ， 

即 

»i«a=n 15 ^ 

但是这个关系式只在 r^r s 时成立，而不能过渡到的极限 
情形7因为在上两的推导中幷泫有考虑到这一 事实: 如果点 i 和点 
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2重合,那末在中的粒子也就在中.^很容易 看出： 考虑到 
这种情况的关系式应当具有形式 

— nni * i + (ra — r ：). (115. 2) 

实际 i , 如果我們划分出一个小体积 A 7, 幷把 （115. 2) 乘以 
后遍及这个小体积进行积分，那末这一項就給出一 
个二級小的量(正比于 〔 AT 0 2 )， 而带 h 國数的这一項則給出 A 7, 
即一个一級小的董。，因此我們 得到： 

( ndV ) = 

aV 

如果我們注 意到： 在一級近似下只可能有0或1个粒子处子小体 
积内,那末这个結果原是理所当然的。 

把 （115. 2) 代入 (115. 1)，我們 求出： 

(ni - hi ) ( n ^— nq ) — n £( r ^ — ri ) + nyir) f (115. 3) 

式中我們引进一个函数 

v ( r ) — (115. 4) 

我們称它为“相关 函数' 显然当 距离/ 无限增大时，相关性必然 
消失 ，即 

= a (115.5) 

我們在所考虑的物体中划分 W —个有限的体积 F ， 幷把等式 
(115. 3) 乘以 dV ^ 后对 rfh 和进行积分^考虑到 

| C«i ^ n^dVi — s = - N =^ N 7 

式中及 是体积 7 內的粒子总数(因此 5 F = 友)，我們就 求出： 

F. 

我們把对叹 i 和^ 3 的积分变換到譬如說对和对相对坐标 
~， r 2 - ri (我們把它的微分用 ，来 代衷）的积分，幷考虑到^只依 
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賴于 》*, 就得到扣关函数积分的表达式如下： 

| vdV^ ^p: — l. ( 115 . 6 ) 

这样就把相关函数遍及某个体积的积分同这个体积內粒子总 
数的均方起优联系起来。利用后者的热力学公式 (111.13), 就可 
以用热力学量把这个积分表活出来： 

卜-笋 ( f )， 1 ， （115 , 7) 

在通常的（經典的）理想气体中，得到 

| vdV = 0, 

这是理所当然的。显然，在以經典力学的观点来考虑的理想气体 
中，不同粒子的位置之間的任何相关性都是不存在的，因为理想气 
体的粒子被假設为彼此不相互作用的。 

相反地，对于液体（在不接近临界点的溫度下)来讲，由于液体 
的压縮系数很小，所以 （115. 7) 式中的第一項比1小得多。在这种 
情形下，我們可以 写成： 



相关函数积分的这个数値在某种意义下相当于液体粒子的相互不 
可入性，这些粒子可以看成是紧密堆积的剛球。 

我們把015, 3) 式两边乘以 = 幷重新对 dF 3 F 2 

进行积分^于是我們得到：、 

(叫 一元 ） （《 2 —只〉 e if{Ti ~ Tt) dV %dV % = 

W ^ 

m 

-=N^N ve^ w dV, 

■ 



即 


(115. 8) 


§116- 在临界点的起伏 
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由这个关系式就可以用密度 W 的傅里叶分量的均方値来确定相关 
函数的傅里叶分量。 


§116. 在賍界点的起伏 

在临界点,物质的压縮系数和它的比热4都变成无限 

大（§ 79 ) 0 因而同时体积起伏[:亦即密度起伏)和熵的起伏的表达 
式 ( m . 7) 和 ( ill . ] 0 )也形式地变成无 限大； 而溫度和压强的起伏 
則仍旧保持有限。这意 味着: 在临界点，密度和熵的起伏变得反常 
埤大，因而耍計算它們必須把 (111. 1) 中的展开到比二次項 
更髙次的項，因为在这种情形下二次項变成0®。現在我們来詳細 
地討論在®界点附近密度的起伏^ (首先硏究这个問題的是阿恩 
斯坦和采尔尼克 （19 Lp) a 

因为密度和溫度的起伏是統計独立的，所以当我們考虑密度 
的起伏时可以认为溫度是常数 o 根据定义，整个物体的总体积也 
是常数。在这样的条件下，极小功等于物体在起伏时 总自由 
能的改变因此后者的几率可以写成形式 

I 

( 116 , 1 ) 

我們把物体的总0由能表示成积分形式 

■ 

■ 

积分遍及物体的整个体积，式中 f 代表毎单位体积的自由能。設 
f 为营的平均値，它在物体內到处是常数 5 由于起伏的緣故,^同 
密度一起变成一个在物体內各点变化的量,因此 


①对于溶软中溴度的起伏，也发生同祥的 情况： 在临界拔的备点上= 
二0〔 § 95〕，因而 Cil 4. 3)式®成无 K 大。 ’ 
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d,F^\(F-F)dV. ( 116 , 2) 

_ 

我們用 w 来代表粒子数密度（其平均値为幻，幷在恒溫下把 
F — $按扑-5的幂次展开成級数 a 展开式的第一項正比于 a 一石， 
因而在遍及整个体积进行积分后变成0,因为物体中的粒子总数 
为常数+砍= >砍。二次項的形式为吾 O— 幻 2 ,其中 a 为一正 
的系数％在临界点变成0,在临界点附近是一个很小的量 & 三次 
項的系数在临界点附近也很小 （在临 界点,不只是$而且 g 也变 

成零 h 因此似乎应当考虑到四次項^ 但是 实际上 ^~ F 的展开式 
中包含另一种性质的更大的項^ 

事情是这样的：直到現在为止我們所考虑的都是均勻物体的 
热力学量。伹是对于非均勻物体的情形，則在 f 的展开式中不仅 
包含密度本身的各次項，而且还可能包含密度对空問坐标的各阶 
微商。由于物体是各向同性的，所以密度的一阶微商只能以标 fi 
組合 (V«) s 的形式在展开式中出現，而二阶微商只能以耝合的 
形式山現 （A 是拉普拉斯算符^常数 • An 型的項，遍及整个体积 
进行积分以后，变換成一个遍及物体表面的积分，它所代表的是我 
們不 威兴趣的表面效应；而《〜1型的項在积分以后則交換成 
(\^) 3 的积分。因此我們可以設： 

P — ^ 吾 ( 《 一以 + A(vn) 2 t (116. 3) 

而不失其普遍性，式中6是一个正的常数(假如6<0,則 Cl 由能就 
不会具有与 w = 常数相应的极小 値)； 这个常数在临界点决不等于 
0,因而在临界点附近也幷不很小。 

°微商 (盖) 7 ^是化学势，所以二阶锹 商为： 
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在物体的一定的小范圍內来計算密度的平均起伏，这是沒有 
什么兴趣的；巾千在 (116. 3) 中 ㈩ 現带苻密度微商的项，这种起伏 
就不仅与这一范固的体积有关，而且还与这一范圃的形状有关 (1 \ 
有兴趣的是关 T 在临界点附近密度的傅里叶分釐的起伏的問題。 
如果我們把在物体的体积 F 內 M 开成傅里叶級数，則其 


所取的形式为 




(116,4) 


式中矢量 f 的各分 fi 不仅取正 ffim 辻也取負値，而 




dV 


这些系数之間則有关系式 


这是由于是实数的緣故。把 （ua 4) 代入 (116. 3)，幷遍及整 
个体积进行积分，我們就得到： 


= —^)(a+&/ 3 ) \n 


(116』) 


这个和式中的每一項只依賴于一个因此不同 n 的起伏是 
統計独立的 D 毎一个芋方 : .％| s 在和式 （ U 6. 5) 中出現两次（由于 
士 f 的綠故)，因此共起伏的几率分布由下式給出： 

wcCqxA-~(q^ bp) |/i. | S L 


①正在防界点时因面在 C 116.3, 中只剃下第二項。如果在棧度为〜 z 的 


范围內密度輕历着起伏 ，那末 
均方起伏 反坨子 f : 


因而因此密度的 


(AW 


即反比子这个苽圍的体积的立方枳（而在 h 资临界点的状态下，密度的均方起伏反比 
于体积的一沈幂啲 K 降 h 
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注意到1 3 是两个&立是复数)的手方之和，由此我們就得 


到所求的均方起伏 


1^£ 


3 — 




(116. 6) 


Via^bPY ' ' 

必須着重指出：这个公式只适用于波矢 f 的値不太大时；对于大的 
f 来說，我們在展开式 （Ha 3) 中 所取的 項就不能只限于那些 M 包 
含密度对坐标的最低几次微商的項。 

我們所得到的这个結果使我們有可能来計算在临界点附近的 
相关菡数 Hr )(§ 115), 根据普遍公式 （ U 5. 8), 我 們冇： 

f veT itr dV — I 3 - —1. 

J n n ( a + bf 2 ) 

右边的第一項一般来讲比 1 大得多，因为我們假設《和 f 都很小。 


所以可以 写成: 


ifI dV 


kT 


广 w n ( a+bfy 
由此，用傅里叶逆变換的方法，我們求出① 

/、 kT I 
4i7Tnh r 


(iia 7) 


(116. 8) 


由于 a 很小，所以指数中 r 的系数也很小。正在临界点时， a = 0 , 
以致指数衰戚因子完全消失： 


1) 如杲 

那末函数? 1 就簿于 

”丁甲 


Cl ) 

C2) 


这很容易看出，只菜往竞 到函教 足徽分方程 

A 中一於平 = — 4ir3Cr)t 

把达个方巷式两边乘以 ^ iff ， 拌逼及整个空澜进行积分由两次分钸积分法 
积 W )， 我們耽得到 
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= ( 116 . 9 ) 

^Trno r 

0此，在临界点附近，物质中各个粒子的位置之間的相关性随距离 
的增加而緩慢下降，也就是說比通常条件下的相关性要强得 多:在 
通常条件下，即使当距离迖到分子間距离的数 S 級时也仍旧几乎 
不出現相关性。 

对于整个在这一节中所闡述的胳界点附近的起伏理論，也必 
須附加以在§79末所指出的同样保留条件。像在那里一样，在这 
里公式的证明也是假定热力学量在临界点附近不存在任何奇舁性 
的，因而也不能肯定这样得到的結果是否正确。 


§117. 在理想气体中起伏的相关性 


在 S 115中我們已經指出，在經典理想气体中各个粒子的位 
置之間是根本沒有任何相关性的。但是在量子力学中却存在着这 


种扣关性，这是因为理想气体的全等粒子由于波®数的对称原理 
而以間接的方式彼此发生“相互作用”（费密气体中的相关性問題 


首先是由弗尔索夫 (1937) 硏究的，坡色气体中的相关性間題首先 
是由伽朗宁 （1940)* 硏究的)。 

为了簡化以下的公式，我們一开始就不管粒子是否具有自旋; 
自旋的考虑对我們所得到的結果沒有原則上的 影响。 

計算費密气体的相关函数的問題以用二次量子化的方法来解 
决最为 簡筚。 按照达种方法我們引入一耝归一化的波函数系 




Vv 


， 


(117,1) 


它們所描写的是在体积 r 內自由运动的气体粒子的状态。在体积 


_ 譯 者洼： 1267(1940) 
例如笋看本敎程第三卷 “ S 子力学”，5&62,63, 




m 
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F 为有限的情形下，动 fi p 取一組无限多个分立値,但是当 F 足够 
大时这些分立値之間的間隔是非常小的。 

我們再引入算符 J 1 和 ij， 它們各相当于使在不同量子态 
中的粒子数戚少一个和增加一个，以及算符 

p p 

它們各相当子使系統在点 r 处“湮灭” 一个粒子和“产屯” 一个粒 
子。大家知道， &U) 击 (r)dF 是坐标在如咖心砍的問隔内的 
粒子数的算符①。因此可以把去 + 去看成是一个兑符 A 在二次量 
子化方法中，它代表气体粒子在空間的分布 密度： 

u = ^ + ( r ) i ( r )- (117. 2) 

F P f 

这里对 p 和〆的求和遍及它們所有的可能値来进行。很容易 
看此 这个和式的“对角綫”項 ( p = p ) 正好給出芊均 密度心 其所 
以如此，是因为算符就是在动量为 p 的給定量子态中的粒子 

数叫而根据 （117,1) 有 | 乂 1 2 = | 所以这些对角綫項之和等于 

J ] A p Ai ^ p l ^^ n ^ f = n f 

P V P 

式中 JV 是体积7內的粒子总数。 

因此我們可以 写成： 

Up 桃，， ai7.3) 

p p f 

其中求和符号上的一撇的嵩思是：累加时必須略去 p = p 的各項。 
借助于这个式子，就不难計算出我們所感兴趣的平均値 ’ 

(rii — 云） {Tt^ — n). 

平均値的計笕分两步来进行。首先应当进行量子力学的平 


1) 泰看本敎程第二卷〃最子力学 ' 倒数笫二段。因为我們沒有考虑粒 T 的 

&旋，所以我們在这里把体积元写成来代替 
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均，即相对于粒子的量子态来平均。大家知道，这种平均就是取給 
定的物理显的一个相应的对角綫矩陣元。把屬于不同两点1^和 
的两个 （ U 7. 3) 式的算符相乘，我們就得到包含 i P ， 这些算符 
每次取四个的不同乘积的各項之和。但是在所有这些乘积中，具有 
对角綫矩陣元的只是那些 包含两 对具有相同角标的算符 i P , 

的乘积，也就是这样一 些項： 

2 S ( rx)^.(rO ( r 2 ) r//p ( r .). (117, 4) 

P L- f 

这些項都是对角綫項，因为 

八 A _ A /\ 

AptAp — l^n^tf ― Uj 

(在这里和以后上面一个符号总是屬子費密統計的情形，下面一个 
符号总是屬丁坡色統計的情形）。再山 （117. 1) 把中 p 这些菡数代 
入，我們就 得到： 

r 

v f 

其次, 这个式子必須在統計的意义上来进行平均，也就是按照 
粒子在各量子态上的芋衡分布来进行平均。因为处于不同量 T 态 
的粒子其行为是完全独立的，所以粒子数％和的平均可以独 
立地进行，也就是說， 

( l ^ npf ) 対 p =( l 平元 

芋均値、由費密或玻色分布函数来决定。 

因此对于我們所威兴趣的平均値我們得到如下的表 达式： 

_ . T ■^ Cp - p ’) CT「m 

■ (117-5) 


如果体积 F 不是太小，則动 fip 取一系列几乎連槙的値—— 
考虑到这一点，就可以把上式中的求和換成积分，为此必須把上式 
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乘以 


vd 3 p vdy 


(117. 5) 式的积分分裂成两部分，第一部分是① 

( wfK " d¥d3p ^ 


WpSCra — 


1 r _ __ 

二 尸说 ( r3 — ri ) - 

这正好是 （ U 5. 3)忒右边的第一項。闶此 T 对于相关函数 ((115. 3) 
式右边的第二項)，我們得到如下的表 达式： 




i 


pOr 


WpTtpf (Pp d s p { 


n ^ Trhyl ] 


如 a 2 
e n^dy , 


(117. 6) 


如果我們一开始就考虑到粒子的自旋，那末粒子数空間密度 
算符的公式 (117* 2) 就必須写成形式 

«= 

cr p f 

O 为自旋投影)。相应地， ( U 7. 4) 式也必須相对于启旋变量 r 来 
求和。結果 (117. 5) 和 (117. 6) 两式的右边都被乘以 g = 2〃 + l , 幷 
且只是具有确定^値的量子态中的平均粒子数，即 


e u -^ T ±r 


(117* 7) 


①在这里利用了大家熟知的公式 


e*^Jt=C2^)S5(r). 
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因此,最后我們得到相关囷数的公式 如下: 
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(117, 8) 




±1 


如果我們相对于动量的方向来进行积分，我們就 求出: 


" (r) = +4^W 


sin ^^ 却 




士 1 


(117.9) 


{» 


密度起伏的傅里叶分量均方値的公式也很綷易获得，只要 
从（117, 8) 把 Kr ) 代入普遍公甙（1]瓜 8) 幷相对于坐标进行 积分： 


(n-n)B- iIr W 干' +v )c^. (117, 10) 


由 （117. 幻式汁先可以 看到: 对于費密气体来讲， Kt *)<0, 对 
于玻色气体来讲， Kr)>0 o 換句話說,在玻色气体中,一个粒子在 
某一点的存在增加了另一个粒子在这一点附近出現的几率，也就 
是說，粒子呈現出一种独特的相互“吸引力^而在費米气体中，粒 
子呈現出一种类似的“排斥力”(参看第199頁乂 

如果过渡到經典力学的极限情形 a^o)， 則相关菡数变成0, 
与这一节开头所讲的符合(实陆上；当 A— 0时，在 (117. 8) 的被积 

式中簡諧因子的頻率无限制地增加，因而积分趋向于0)。 

当 r— 0时函数 Kr) 趋向子一有限 极限。 因为 

所以由 （117 - 8) 可以 看出： 

I 

(117.11) 

我們把上面所得到的这些公式应用于絕对零度下的_幷化费 
密气体。在这种情形 1S 当？<押时，分布 函数& =1，当 |?>：Po 时， 
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心=0,其中奶 幻 1 是費密分布的界限动量。因此由 
(117. 9) 我 們有： 

P * ^ 

o 

我們只考虑距离不太小的情形，也就是說，假設 3 f » i 。 与此相 
应，我們在求积分时 M 保留1的澉低次項，因而得到： 

T 


^(^). =r -— 


3 A 


2 丌 Vo— 


cos 


2^ 
h - 


(111 12 ) 


如果把变化很快的佘弦平方取其平均値，則我們求出: 


y ( r ) 


Sk 


( 4丌 2 抑， 4 ■ 

甶此可見，相关函数以反比于距离四次幂的方式而下降。 


(117.13) 


习 題 

1. 試求出费密气体在絕对零度下密度起伐的傅里卟分量（陂矢較小者) 


的均方値。 

m (117」0)中的被积式只有在元 p+v =0的諸点才不等于0 
(而等于 IX 滿足这两个条件的諸点足在“个以原点为屮心、以列为半徑的 
球以 A ， 而同时彺另 一个以 玷点为中心而半徑相商的球以外。在^/«外的 
条件下把这个区域的体枳求出来，我們就得到 i 


J (n-n)e^ v dY 


^hfpl 

CM ) 3 " 


4 外 


2 .試求出费密气体在比簡幷化溫度低得名的溫度下的相关闺数。 


解在（117.9)的积分中，我們令_兰£« =外 2 /2叫幷把它按下列方式进 
疔 变換： 


f 


p sin^- dp 
h 


e 


{A —a 


ykT^i 


一 h 


dr 


cos^ dp 
h 
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电 ， pr 




o 


引入变量 rtpob —种八 mftr ， 幷考虑到 r 很小因而被积式随着的增加而 
很快地戚小，我們就可以 写戍： 


— » 

=广 r d G 4 i )} 

k 式中 hmkTfhp 丄 这样得到的积分在以 + 代入以后就变成一 

个欧勒 B - 积分,結果我們得到： 

X^ h 2±L^ x sin^Zt 
SrlshC^A/ 1 ) U h y 

对于 r » kp , 的距离 来讲， 当把变化很快的余弦平方取其平均馗后，我們 
就殽后得到： 

>( r 〕 》 SjmkT ) 2 ih .^mkTr 
4 p 3 p kpo 

当 T ^ O 时，这个公式过渡到 （117. 1 S \ 


§118. 起伏的时間相关性 

現在我們来考虑表征某一处下热力学平衡状态的物体(或其 
一部分）的任何一个物理量。这个垃随时間經历着微小的变化，在 
其平均値附近起伏着。我們仍旧用40来代表这个量的实际値 
与其平均値之差(这样就使得3二0)。 

在不同时刻的玖0値之間存在着某种相关性；这意思 就是: 
cr 在某一时刻 i 的値影响着它在另一时刻 # + r 具有各种不同値 
的几率。正像在前几节中討綸空間相关性的情形一样，我們可以 
用乘积^⑴:来表征时間相关性 a 在这里，平均的菊!义仍旧 
像通常一样是在統計的意义上来理解的，即遍及％这个量在 f 时 
和 #+ r 时所可能取的一切値的几率来进行平均。在§1中已經 
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指出，这样的統計平均是和时間平均等效的 一 在这里时間平均 
就是在铪定的 r 値下遍及一切 f 値来进行平均。 

用这种方式所得到的量只是&的函数（因为状态是稳定状 
态)。我們把它用来 表示： 

9(^) =^(0^(^ + ^)^ (118, 1 ) 

当 r 无限制地增加时，显然，相关性必然消失，因此函数 < r ) 必須 
趋向于 W 
我們用① 

ac^ — j" o^(^t'y^r'^d/t (118. 2) 

— oa 

及其逆变換关系式 

j ^e-^dcj {118. B) 

来定义: r (0 这个 fi 的搏里叶变換 3 把后一关系式代入 

0 = $ ⑴足(/)， 

我們得到 


史 (/ 一尤 ）= j j 41〆 f 

— « 

上式右边的积分 K 有当被积式包含 J 的 S - 函数时才会成 
为！ i 之差的菡数^这就是說，要求 

^ (^)^8(^+^). (1]8. 4) 


①这样写的积分实际上是发敝的，因为当 V ]—®时,3^0不趋向于0。虽然如 
此，但是这个事实对于下囡所给出的形式演算幷不重谀，因为下面的形式演算是用来 
計算显然是有限的均方値的。 

我們威 m 雷祀夫 ( c_m pmtub ) 向我們 指出： 用这袢方式来定义傅里叶变換比本 
书谀文版中所用的方法为优。 
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这个关系式应当看成是我們在这里用符号来表示为的这个 
量的定义。虽然4是复数，但是 (Ph 这个最显然是实数。（要說 
明这一点只需要 指出： C118. 4 ) 的左边只在时才不等于 
0,而要改变成复共軛量，就相当于把^的符号反一下，也就是把 w 
和 o/ 互換一下。因此是两个互为复共轭的量的乘积，因而 
是实数。） 

把 （US. 4) 代入 ^(r), 幷对进行积分，我們 求出： 

9( r ) = (118* 5) 

4 

■ ao 

特別是, 9(0) 就是这个起伏着的最本身的均方値： 

An 

x %=： (118.6) 

-^e 

我們 看到： 均方起伏的“頻譜密度”就是 八 这个量(如果积分只 
遍及正的 w 値,則为根据 ( U8. 5), 这些量也就是相关函 
数的傅里叶变換。相反地， 

(118.7) 

一 W 

当我們把 z 这个畺作为时間的函数来处理时，我們暗中假設 
它的行 为是經典的。虽然如此，怛是上述所有各公式可以很容易 
改写过以适用于量子力学的量。为此目的，应当不再是考虑$这 
个量， 而是考 虑它的 量子力学算符纟（0,其傅里叶变換为 

^==J^f^(Oe^^ (118.8) 

2tt J 
一》 

不同时刻的算符和:£( 0—般来讲是不可对易的，因而現 
在必須把相关函数定义为 
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史 (，- o =|~ i >( m ( o + 扣 ％ ⑴]， （ us . 9) 

式中横綫表示用精确的量子力学几率的方法来进行平均 ® Q . (^), 
这个量由 


十治= (/) w S(aj + a /) (118. 10) 

A 

来引入。应用这箜定义，关系式 (us. 5— ?） 仍保持它們的形式。 

关于确定函数 Mr) 的問題，是可以以普遍形式来解决的，只 

要所討論的是热力学起伏。在§ 109中巳經指出，在这种情形下， 

: r 的一个給定値对应于一个不完全的热力学平衡状态，而建立这 

个状态所进行的速率要比 z 这个量本身的变化率快得多。 我們假 

設 a 这些量是經典的®。 

, 

在这一节中，我們在下面还将 假設： 在趋向完全平衡的过程 
中，系統中不发生其它任何离开完全平衡状态的偏离，因为否則就 
需要一些新的量来規定这些 偏离; 換句話說，在每一时刻物体的状 
态都是完全由 r 的値来决定的（对于更普遍的情形参看§ 121)。 

設:这个量在某一时刻 i 具有比平均起伏(即此（7)^大 

得多的値。于是可以 断言： 在这一时刻以后,物体将趋向于回复到 

平衡状态，因而 a 将戎小。同时,由于上面所作的假設,其变化率6 

在任何时刻都将完全决定于^本身在該时刻的値: 4 = 60)。如果 

% 

玖同它的可能値的整个变化范圍比較起来）还是相当小，那末就可 
以把按^的幂次展开成級数,幷只保留綫 性項： 

® 这里必須再提醍 一下： 根据扰計学基本原理，无論我們是用系铳的定态的楮 
确波困数以力学的方式来进行平均、还是应用吉布斯分布來进行乎均，平均过 S 的結 
果都是一样的。所不同的 A 在于： 所求的：!:扛前一种情形下被友示成物体能 M 的函 
.数，而在后一种俏形下被表示成物体溫度的函数^ 

© 蚩子 I :的热力学起伏的琅后結果之 b 經典 M 不同， A 在于方程式的掐式有所 
改变，这将在 &1 S 4 中指山（参看 (124,21) 夂 
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―㈣ ( 118 . 11 ) 
at 


式屮 X 为一正的常数。 

其次，我們引入& ( r ) 这个量，把它定义为这个量 在 ^ +r 
时的平均値，而同时 給出： 它在前一时刻£具有給 定値： r ; 这样一 
个平均値一般来讲是不等于0 的。 利用菡数 60), 显然可以把 
相关函数 <?( r ) 写成形式 

(118, 12) 

式中 K 遍及$在初始时刻 t 的不同値的几率來进行平均。 

对于此平均起伏大得多的^値来讲，由 （11 S . 11) 也得出 

(118. 13) 

我們必須 假設: 这个关系式闲于任意小的 f , ( r ) 也是成立的， 

把 （118. 13) 进行积分,幷且 記得: 根据定义 ，& (0) 我們就 

求出： 

& (r )， 七， 

最后，把它代入 (118. ]_2)，我們就得到确定时問相关函数的公 式： 

虽然如此，但是我們必須 注意： 在这种形式 T , 这个公式只适 
用于 r >0, 因为在上述的推导中（方程式 (118. 13)) 实际上隐含着 
假設 ：时刻 Hr 出現在 f 之后。另一方面，我們有恒等式， 

9(r) =aj ⑴怎（式 + t) — r)r ⑴ : —r), 

因为这种变換只相当于把我們据以进行平均的变量換二下符号 
(把#換成#一0。換句話 說,？ ( r ) 是 r 的偶函数。 

因此最后我們可以写成 

y ( r ) (118. 14) 

这个公式间时适用于正 r 和負这个菡数在 r = 0 时具有两个 
小 T 4 的微商 P 其所以发生这种情况是由千我們所考虑的时間間隔 


4 明 
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比建立非完全平衡(在給定的^ 値下的 平衡)所需要的时間耍大得 
多的緣故。考虑較短的时間間隔，这在热力学理論范園内是不可 

■T 

能的，但无疑会得出在 r = 0 时 g = 0 的結果，正如 r 的任何偶函 


数所应当的那样。 

运用初等的积分就可以得出在 C11S* 5—7) 中函数 g)(f) 的各 
傅里叶分量的表迖式如 下： 


- OD 

^( r)^ v dr 


X 


0^+入 2 ) 


\k 


KJ +巧‘ cuai5) 

我們所得到的这个結果也可以用另一种在实际应用中更为方 
便的方式来表承。 

如上面所指出的，关系式 k 对于^这个量本身(而不是 
对于其芋均値匕）只在^的値比其平均起伏大得多的情况下才是 
正确的。在任意的^値下，我們可以把^写成锻式 

Xa?+ 夕， (118,16) 

这个式子定义了一个新虽然 V这个量所經历的变动范 
圍按其絕對値来讲絕不会随着时間而改变它的性质，但是当^足 
够大(在上述的意义 T) 时，相对地讲，夕是一个很小的量，因而在 
(U8,16) 式中可以忽略掉。 

把 (11 S . 16) 式乘以 e ^ f ， 幷对山从 — a 到 + oo 进行积分（同 
时把:^^这一項进行分部积分)，.我們 得到： 


求 flj 




\~ i 


再利用公式(11沃 4) 和 （1 15)，我們就得到 


入 


(〆 W 


(U8.17) 
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値得汰盘的是:这个量不依輯+頻率——这足一个有趣的事实。 

同时 （ L 1 S . 17) 这个量也就忌平均値 + 的傅 里叶分 
量(正像 （ P 夂是 平均値的傅里叶分量一样 X 但是 
一个阁数如果它的傅里叶分量不侬賴于頻率，那末达个函数就正 

比于 S - 萷数; 很容易看出这就是說， 

+ —2Xiz: s S(r) P (118 - IS) 

I 

这个表达式在 r _0 时等于0——这一事实意味®: 这个 

I 

量在不同时刻的値彼此間不显示任何相关性。实际上，达个論断 
(以及从 (118.18) 得出的另一个 結論: ? T co ) 自然是近 似的; 它只 
是意 睬着： y { i ) 这个量的値只在与建立非完耷平衡（在給定的 z 
下的平衡)所需要的时間同数量級的时間間隔內才是相关的，而如 
上所述，这个时間間隔在这里所闌述的理論中是被考虑为可以忽 
略不計的。由于这个緣故，必須 注意: 在这一节中所得到的关于各 
种畺的傅里叶分景的所有公式，都只适用于比非完全平衡弛豫时 
間的倒数小得多的頻率。 

a 

8119. 动力学系数的对称性 

我們来考虑一个不处于統計平衡状态的閉合系統，因此表征 
整个系統或共各个部分的一系列热力学量 A ， 吻;… ，仏 一 开始都 
具冇非平衡値（在表征整个系统的热力学量中不应当包括像能量 
和体积这样的量，因为这呰量对于閉合系統来讲是严格保持常数 
的)。像在自110中一样，为了方便起見,我們 假設： 已經从这些量 
把它們的平衡値戚去，以致外 f ， 〜直接表征系統的非平衡 
程度。 

巧，抑,这些量将随时間而变化。我們 假設： 用达一龃 E 
可以完全表征出系紡趋向平衡的过程，幷让在这个过杩中不发生 
其它任何离开完全平衡状态的偏离（参看上节)。 于是々 这个 M 
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在每个非平衡状态的变化率私是在达个状态的叫…， A 各値的 
函数： . 


" … (119.1) 

我們假 設:系 統处于一个比較接近平衡的状态；这意思也就 是：可 
以认为而这些量很小。+是我們可以把心这些变化率按 
〜的幂次展开，幷只取一次項，也就是說,把这些 a 表示成綫性耝 
合的 形式： 

n 

式中是一些常系数。在这个展开式中不可能有零次項存在, 
因为在平衡状态（即当 ^1-0, 吻 = o f _” 时）所有的变化率4 一定 
也都变成0。在下面我們也将像在§ 110中一样省略掉求和 符号； 
而把凡是出現两次的角标都理解为从1到 u 的求和。 K 此夂 

(119. 2) 


(119 - 3) 


(1114) 


①在具侔应用中，常常踫到这样的 怙形： 上述过程所趋向 M 完全平衡状态与某 
些外袅 SC 例如 f 体积，外頃等）有关，而这些外本身 5 C 随时問緩馒地变化；在这种 
悄况下 ，所考虑的各觉的平衡(平 均) 値也随着这些外桊 童而变 化。如果这种变化足够 
緩慢^那末我 JM 仍旧珂以利用所有上述的关系式，所不同的 R 在子： 石这些平均値不 

再能假定为一直等: Pt >; 如果用来代表它們 T 那末背紉像 (319-2) 就应 q 改写成： 

土 i; - WmST ) ( U 9 . 2 &) 


Xi ^-\ ik x k . 

其次，我們引入系統的熵 汉 的微商 


A 


dS 

9 ^i 


在手衡状态，墒为极大，以致 


JCi 


M 4 W 


x ft =0, 


而当 A 很小时，我們仍旧可以只取一次項而写成! 
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X*(J 19- 
(参看 (110. 7))。旣然系数氏/^是:^的一阶微商，也就是 S 的二 
阶微齓 因此 

^^kif (119.6) 

(这一点在 S 110中就已經指出过了），即达些系数相対于角标 i 
和 A 是对称的，诅是对于 （ U 9.2) 中的“那些系数則絕不能这样 
說 3 

•• 

如果由 （119-5) 式把而这些量用来表示，幷把它們代入 
(119-2)，那末 h 达些变化率也讨以表示成的綫性耝合，即我 
們得到形式为 

^i= 

的方程組。我們把这些量称为动力学系数。 

明: 这些系数相对于角标 i 和&是对称的，即 

这个重要結果是由昂薩格 ( i 93 ir 首先犮現的。 

为了证明这一点，我們 假設： 叫达些量不等于它們的平均値， 
因为系統在起伏着。在这些显中我們取任意一个而在某一时刻 f 
的値和另一个叫在 e + T 时的値，然后把它們的乘积私 U )〜（ i + r ) 
相对于时間£ (在給定的正 r 値下）求平均。描述物体粒子（在沒有 
外磁場下）的运动的力学方程式，相对于时間反号来讲是对称的。 
因此在求平均时，究竟是在較迟的时刻取办而在較早的时刻取 
私还是反过来，运是完全沒有差別的。因此乘积叫 （l + r ) 
和 AU + r ) 办 CO 二者的平均値应当彼此相等： 

^(0^(^( US . 9) 
把这个等式对 f 进行微分，然 m 令 r = o , 我們就 得到： 


(119. 7) 
現在我們来证 

(119. 8) 


譯者岛 L.oHBager, Phya. Rev., 37,405;38, 2265(1931^ 
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. (119-10) 

对于这样的推导必須作如下的說明，以避免引起誤解。如果把我 
們据以进行平均的变量〖換一种符号而掉成（- g 那末我們就得 
到恒等式： 

这可以写成形式 

9 JtiCr )(119- V ) 

式中我們弓 I 用了符号 

9 ito (^) —£ Pi (^+ r ) a ； js (^* (119. 12) 

初看起来，似乎把 （119.11) 对 r 进行微分幷令 r = 0 以后，就会得 
到 ^(0) =0的結果。但是实际上在§ 118中巳經指出，在我們这 
里所用的近似中，函数(像§ 118中的—样）在 r = 0 这 
一 点的闲个微商—— r — + 0时的微商和 r ->-0 时的微商——是 
不相同的。 

現在我們把元的表达式 （119. 7) 代人 (119.10)；. - 

但是根据 （110. 8)， 我們有的关系，因此 

■ 

这就证明了关系式 (119+8 ) c 

但是对这个关系式还必須作两点說明。首先一点是：这个关 
系式的 i 正明主要是利用了力学方程式相对于时間的对称性。但是 
对于在均速轉动物体中起伏的情形，或者对干物体处于外磁場中 

I 

的情形，这种对称性的表述方式就变得有所不同 & 在这些情形中， 
只有在角速度 11( 或硪場 H ) 也同时反号的条件下，才能保证相对 
于时間反号的对称性。因此，在这种情形下动力学系数以 XI 或 H 
作为参量而依賴于它們,幷滿足 F 列关 系式： 
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7^CH) =7fa ( … H). 


(119.13) 


其次一 点是： 在推挣 （ U 9. 8) 式时也隐含着这样的假設：即认 


为％ 这些量在时間反号时是保持不变的。但是如果这些量正比 


于某种宏观运动的速度，那末它們也将随着时間反号而反号。很 


容易 看出： 如果任意两个量 A 和办饲时反号，那末关系式 
( U 9.10) 仍旧成立，因而也成立。但是如果 a 这 

d 

两个 量中只 有一个反号，而另一个保持不变，那末我們就有 


M 而对于相应的动力学系数我們得到关系式 

Tift ^ ( U 9.14) 


从 (119. 7) 和 (119. 8) 可以看 出：由 达些系数可以构成 X ; 
这些量的一个二次型函数 ^ 

p ■■ 

I 

f ^ y ^ XiXK , (119.15) 


而心这呰变化率可以表示成这个“母函数” /的微商： 

私一 善. ⑽ ,16) 

f 这个函数很重要，因为它直接决定熵 s 对时間的 微商： 

A 3 ^ * ^ ^ 9 f 

S = 9 ^^- XiXi=Xi ^ 

而因为的二次函数，所以根据欧勸定 理有： 

心 2/- (119.17) 

随着系統趋向于平衡状态，熵况必然增长而趋近于一极大値」因 

I 

此二次型 f 必然是正値确定的; 这賦予 这些系数以一定条件。 

与关系式 ( n 9. 8〕的推导完全类似，可以 证明： 如果把^^这 
些量对时間的微商表示成 A 的綫性耝合的 形式： 

文 i : — 


(119.18) 
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那末这苎系数也是对称的： 

Ci * ~ Chi * 

因此也可以把 i：i 表示成二次函数 
的 微商： 

9 xi 

利用公式 (la 3)， (119. 5) 和 (110. 6), 我 們有: 


(ua id ) 

⑴9, 20 J 

(119.21) 


5 表 9 

^ = -XidXij 

由此可以 看出： 

-菩 n ， (119. 22) 

共中假定熵已被表示成 Xi 这些 1 量的面数。因此微商6也可以写 
成形式 

3 a?i ^Xi 

式中/如 （ U 9.20) 所示^把此式同 （119. L 7) 进行比較，我們就看 
到： （ U 9.15) 和 （ U 9. 20) 这两个函数; f 是同一个量，只是用不同的 
变姑来表示 而巳。 

对于一个由处于外界媒质中的物体所形成的系統来讲，可以 
把 ( U 9. W ) 式变換一下，所利用的事实是:閉合系統当1@离芋衡状 

态时熵的改霁等于一其中 i ^ in 是把系統从它的平衡状态轉 
移到給定的状态所必諝的极小功(参看 (20. S ))®。 再利用 


①由子熵的改变和之 W 有这种关系，所以 这些量 的定义也可以异成 

形式 


V" _ i 3/?mi n 

Xi 飞 

有时候这个定义比的定义用起来更方便些（#看〔22*7)\ 


( lliL 3 cO 
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匕 H 0 AS + P 0 AV 的关系（式屮私怂 F 是屬于物体的 fi , 而 
n , P 。 是媒质的溫度和压强），我們就得到： 

^-ToS-hPoV^-^fTa. (11.9.23) 

特別是，如果平 衡的偏 离发生在物体的溫度 和茁强 （各等于和 
A ) 恒定的条件下，那末 

-2 fT f (119, 24) 

如果发生在恒定的溫度和体积下，則 

F^-2fT. ( 119 . 25 ) 

§120. 耗散函数 


物体在外部媒质中的宏观运动一般来讲都伴随着不可逆的摩 
擦过程，这种麽擦效应就是使运动終于停止的原因。达时物体的 
动能轉变成热，或者說是耗散掉了。 

对达样一种运动要作純力学的考虑显然是不可 能的； 因为宏 
观运动的能量轉变成物体和媒质的分子热运动的能量，所以这样 
—种純力学的考虑就会耍求我們把所有这些粒子的运动方程都建 
立出来。因此能不能只用物体的“宏观”坐标来建立这种在媒质中 
运动的方程，这是一个屬于統計学范圍的問題 5 

但是这个問題还不能以普遍的形式来解决。因为物体的內部 
原子运动不仪依賴子物体在給定时刻的运动，而且还依賴于这个 
运动以往的历史，所以一般来讲，在这些运动方程中，不仅会出現 
物体的“宏观”坐标仏,…，仏和它們对时問的一阶、二阶微商, 
而且还将出現所冇更髙阶的微商（更准确地讲就是坐标的某种积 
分算符)。在达种情况下，系統的宏观运动的拉格朗日函数当然是 
不存在的，因而不同情形的运动方程将具有完全不同的性质^ 

如果可以 认为： 給出 坐标仏 和速度 A 以后就完全決定了系 
統在給定时刻的状态，因而可以把高阶微商忽略不計（是否可以忽 
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略不計，必須对每一种具体情形建立一个更精确的判据)，那末在 
这样的情谚下，运动方程可以在普遍的形式下建立起来。我們还将 
假設：么这些 速度本身都足够小，以致于它們的高阶微商可以忽 
略不計。最后我們 假設： 我們所討論的运劫是一些在某种平衡位 
置附近的微振动——就这种眹系来讲，这种情形正是通常所必須 
討論的;同时，我們假定^这些坐标是这样来选 擇的: 以使得在平 
衡位置时沾=0。于是，系統的动能尤(么）是速度么的二次函数, 
而不依賴于坐栎沾本身，而由于外力作用所引起的势能？7(仏）則 
是坐标仏的二次函数。 ， 

我們引入广义坐标巧，像通常--样，把它們定义为 

户‘ (120. 3) 

十 

这些等式以速度的綫性耝合形式来定义动量。借助于这些等式我 
們又可以用动量来表示速度，代入动能的表达式后，我們就得到动 
能是动量的二次囷数,幷且成立下列 等式： 

Qi- (120. 2) 

如果完全忽略掉耗散过程，那末运劫方程就是通常的力学方 
程式，根据这些方程式，动量对时間的微商各等于相应的广义力 


9U 

Wi 

Pi = -誤. (120.3) 

首先应当注意：方程式 (120. 2—3) .形式上同在§ U 9 中建立 


起来的动力学系数對称原理是一致的，只要把在那里引入的抑, 

I 

吻,…，而 I 那些量理解为坐标和动量巧。实际上，把物体从处 
于平衡位置的靜止状态引导到动量为尸“位置为仏的状态所必 
需的极小功为 


§ 1 ^ 耗散豳数 
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闪此 Xi， …， X 3s 这些量可以解釋为 


X Ci = 


1 狀 ml 



1 3 t 7 


和 


1 dEjni^ 丄 3 jC 

¥_^ n ^ Fi ， 


这些微商(参看第474頁上的底注)，因而方程式 <120. 2— 3) 相当 
于关系式 (119. 7), 幷 fi 根据 (119.14) 的法則 ®, 我們有 

y<?iPi ^ 一 

現在我們可以根据普遍关系式 （119. 7) 来写出考虑到耗散过 
程的运动方程，： H 体做法是把 Xp, 这些 M 的某种綫性組合附 
加到〔120. 2— 3) 各等式的右边上去，同时使得动力学系数所要求 
的对称性能够滿足。但是很容易看出：方程式 (120. 2) 必須保持不 
变，因为这些方程式只不过是动量的定义 (120.1) 的必然推論，而 
与耗散过程之存在与否毫无关系。因此可以断言：加到方程式 

(120, 3) 上去的只能是这些量<即|^这些微商)的綫性組合， 

否則动力学系数的对称性就被破坏。 

于是我們得到一組形式为 

A =- 嚴-合 普 

的方程式，式中这些常系数之間存在着 

7iJte=nf (120.4) 

的关系 p 把 1^— 么代入，最后我們可以 写成： 


①我們在达里所遇葑的 M f 这一类悄形： 3时問反号时，一 个变重 （&) 保持不 
变 t 而另一个变量(: Pi ) 反号。 
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a 


dQi 




(120-Tj) 




这就是我們所求的运动方程組。我們者到：在我們所考虑的近似 

■ 

中，耗散过程的存在导致附加的“摩擦力”的出現，这些摩擦力对运 
动速度有綫性的依賴关系。由于关系式 （120. 4) 的存在，这些力可 
以用一个二次函数 




( 120 . 6 ) 


(120- 7) 


对相应速度的微商来表示，这个菡数称为耗散函数。于是 

A =- 黑-幕. (120. 7) 

9 Qi 

引入拉格朗 U 闲数 L ^ K - L \ _nj 以把这些运动方程写成形式 

— 告一车， ( 120 . 8 ) 

di dQ i dQi 

它們与通常形式的拉格朗 fl 为程式不冏之处在于右边⑴現耗散函 


( 120 - 8 ) 


数的微商。 . 

摩擦的存在使得运动物体的总机械能 （ k + ⑺减少。根据 
U 19 的普遍桔果，能量的这种衰滅率决定于耗散函数 a 由于这一 
节和§ 119所用的符号不同，我們把这一点再重新证明一下。我們 


有: 






2 中 O 


把 （120. 7> 代入, 幷注意到耗散函数是一个二次南数，我們就得到: 




(120. 9) 


这正是我們所預期的。 

最后我們 指出： 在有外磁場存在的情形下，运动方程仍旧取 




12 L 几个 热力孕 a 的起伏的时闽相关性 _^ 

(120. 5) 的形式，不同之处 M 在子 (120. 4) 应当由 

來代替。 M 然如此,徂正是由子这个緣故，不存在任何耗散函数可 
以用它的微商来定义摩擦力；因此运动方程也就不能写成（〖20. 7) 
的形式。 

I 

§121. 几个热力学量的起伏的时間相关性 

在 ms 巾我們得到一个起伏着的热力学 ft 的时問相关函数， 
那些結果也可以推广到在起伏中同时有几个热力学量心，❽，…， 
〜 值离它們的平衡値的情形。 

类似于定义 （ U 8. 1)，我們引入相芜函数 

+^)^(0 

这些函数同样滿足关系式 ' 

9^0) =9^(- r) 

(参看 (彳 19. 11))。 

代替 (118. 7) 我們現在有 

» 

^ik^dr, (12L 3) 

一 « 

式中 OitCi ；) &这个量由 

■— (^^^)^8(^+^') (121,4) 

來定义。 

我們来討論以 + r ) 的平均値 (為 这个量由 am 3) 
和 （119. 5) 所給出）。把 口$_ 代入， 我們就 得到： 

__ _ ___ I 

另一方面，如果我們假定：在給定所有的 A ， 吻，…，4 在； 时的値 
时，这些最和抑这些谞在 rh r 时的平均値各为 SJr ) 和 
^( T )， 那末就可以写成（参看 （ us . 12 ))： 


(12L 1) 
( 121 . 2 ) 
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我們把这个等式两边都对 r 进行微分,然后用表达式 

(这些 式芗中 的系数 Sw ^0-19. IS ) 中相同）来代替微商注 

意到 ^ S ( r )- 9 uir ), 我們就得到一組方程式 

ii = 彳乘 ( r>0), (121.5) 

ar 

这耝方程式确定？^对^的函数依賴关系;必湞 注盘： 这一耝方程 
式在这种形式下只适用于 r>0 的情形（参看§ 118) 0 

为了計算函数9^的各傅里叶分量，我們把等式 (12L 5) 两边 
都乘以 e〜 T , 幷对 r 从0积分到运用分部积分法，幷考虑到 
=0,我們就求出： 

C 4 n 

-/3jsf9“ （ 0) -“ 知 fj 9 iiOO 々 T dr= - “ f^ 9 “ （ r)e 心 dr. 

0 \) 

但是根据 （110. 9〕， 

因此 






0 


由此我們 看出: 


00 


j9# 4fttT dr=K£ — ioi0)Ti , 




式中 （£ -“幻 TV 代表 （£ —“成 ^的逆矩陣元。用 一 ^代替6用 

- ^代替叫幷利用关系式 （ m . 2)，我們 得到： 

0 . 




m 


1121 + 几个热 力学置的起伏的时間相关性 _ 

最后，把这两个等式加起来，幷应用 U 21. 3), 我們得到公式 

k(C ^ + * w /9)7 lJ y (12 L 

这+式子确定出我們所求的傅里叶分贵，因此也就推广了公式 

•• 

(118,15)®。 

氏 i 这些量总是形成一个对称矩陣。在沒有磁場的情况下 ， k 
也是对称矩陣，冈而矩陣及其逆矩陣也是对称的®。 
我們所得到的这些結果也可以像在§ 末見所教的那样以 

另一种形式表示出来，具体做法是按照 

X ^- U^+Yi (121.7) 

31进一些新的量当办变得比其平均起伏大得多时, K 这些 ft 
就可以忽略掉。完全像 SU 8 —样，通过簡单的計算以后我們就 
得到下列公式： 

( 12L8 ) 

这些量仍旧不依賴于頻率 CU 。 

类似地，对于以 

— yik ^ K^rVi (121. 0) 

来定 义的力 这些 i 来讲,我們有： 


① 


如果只 A —个设^那末我們有： 

k k 


2 rCx 2 ) w = 


2 M 


根据 x , f 达些惫的定义，在这里所考虑的悄形下我 H 有新单的关系式 

X =降 ，X = - x = —? iX } 

因此 A 艮因而我們重新得到 CU 3+ 15) 式。 

②如果这些量中有一个随者时闽反号而反 -9, 那末矩陣〔121.6〕应3是 S 
对称的 • 这是因为在这种精形下 = - (畚看 （ U 9,14)) 幷且如= 0的綠故^ 


= 0 的原因在子：氏？是 二次型 〔 il 0「2) 中乘积 的系敎，而个 ■ ~ * ;」〈由 

a 

于蔺离平衡呔态所引起的熵的 改变〗 闵为相对于时問反疗来讲，熵足不变的，而乘积 


XiXi 反号，所以熵不能依賴子 这一項 T 亦即 |3 i ,=0 a 
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(.Vil/ja) (1 21 . 10 ) 

ATT 

这个結果是十分显然的而不必再作一次計算，因为我們 看到： 在 A 
各量和各量之間具有对称的相互 关系： 正像工 ; 是熵对&的 
微商一样，而这些量反过来也等于熵对的 微商。 

我們再看一下 

+r) + y fc i)S(r) 021. 11 ) 

这个公式，它之对应于 U 21. 10) 就像 ( U 8. 18) 之对应于 （11 S . 17) 
一样。 

对于实际应用来說， (12 L 8) 和 （121. 10) 这两个公式具有这样 
的 优点: 它們所包含的是和这两种矩陣元本身，而不是它 
們的逆矩陣元。 

作为我們所得到的这些公式实际应用的一个例子，我們来考 
虑一維振子的起伏。也就是考虑一个靜止在平衡位置 （Q = 0) 的 
物体，但是它能够沿着某个宏观坐标 G 作微小振动。由于起伏的 
緣故，坐标0实际上經历着离开平衡位置0 = 0的偏离。达种偏 
离的均方値可以用下列方式很容易計算出来。 

我們把振子的势能写成形式 

式中 m 是振子的“质置"（即广义动逯 P 与速度4之間的比例 系数: 
P - mQ ), to 。 是振子(在沒有摩擦的情况下）的自由振劫頻率。于 
是均方起伏(参看§ 1 U 习題 7) 等于 

孕;盖. (121 ' 12) 

但是計算坐标起伏的傅里叶分量（即 ( Q 2 ) J 要更有兴趣些。 
我們現在針对振子的振动伴随着摩擦的普遍情形来許算它們。 
伴随着摩擦的振子其运动方 程为： 


几个热力学童的起伏的时尚相关性 


4^3 




fit 


(12 L 13) 


(121, 14) 


式中 — 是“摩擦力' 在上一节中已經解釋过，如果<? 

和 P 被理解力 A 和的这两个量，那末相应的 Xi 和 X 2 为: ^2 

和这时方程式 （ I 2 L 13—14) 起着关系式 心= 一7^^^的作 
mT 


用, B 此 


yii - o ? r ] 2 = - r S i =- y ? 


为了把迖些方程式应用于起伏，我們把 （121. 14) 改写成 


P = — ttkoqQ — 7上 + y (12 L 15) 

An 

的形式；而方程式 （120, 13) 因为是动量的定义，所以必須 保持不 
变‘根据公式 C 120.10), 我們直接 得到： 

W 每 

1 I 

铖后，为了由此获得所求的（ V )。，我們把 P = ^ ^代入 
(121. 15\而把它写 成①： 

mQ-\-yQ + m < xilQ = y . (12 L 16) 

把这个方程式乘以 〆 ， 幷对时間进行积分，我們就求 

, 

(一 mw 3 — iwy k 


由此最后得 m : 


iQt} ^ 


(121- 17) 


①把 U 2 L 16 ) 看成足起伏着的振 T 的“运动方程' J / 这个 里有时 称为作用到振 
子上的“尤規力' 
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§ 122 . 广义 感应率 

对于非热力学起伏的頻譜分布来讲,要得到一个普遍公式，类 
似干热力学起伏的 (118.15) 型的公式，是不可能的。虽然如此，怛 
是把非热力学起伏的性质同某些外界影响对物体的作用联系起 
来，在 許多情 形下证明是可能的。这不仪适用于經典的最,而且也 
适用于具有量子性质的量。 

在这个范噚內的物理蛋:具有这样的 性质： 即对于每一个这种 
物理量都存在着一个外界影响，由一个出現在物体的哈密頓算符 
中的微扰算符 

P=~fit)x { 122 . 1 ) 

来表征，式中&是与給定的物理量相对应的量于力学算符，而“微 
扰力” 是时間的一个給定函数®。 

在有这样一种微扰存在时，量子力学平均値 i 不等干 0 (而在 
沒有这种微扰存在时的手衡状态，无=0)，幷且可以表示为句^，其 
中6是一个綫性积分算符，它对函数 /( i ) 的作用由下列形式的方 
程式所 铪出： 

( 122 . 2 ) 

0 

式中瓦是一个依賴于媒质性 K 的时間函数。$在某一时刻 f 的値 
显然只依賴于/这个 1 ‘力” 在以前諸时刻的値(而不依賴于以后諸 
时刻的幢)； （122. 2) 的形式其所以如此选擇，就是为了滿足这个要 
求。 

任何依賴于时間的微扰都可以用傅里叶变換的方法化成一套 


①举例来說，我們可以选擇外电壜作为/,而以物体在电場中 所疾# 的电调极 


矩为 
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单色分量，这些单色分量对时間的依賴关系由一个^^因子所給 

出。对于这样一种微扰，$和/之間的关系忒取这祥的形式： 

x = a(cj)fj (122* 3) 

式中函数 a(cu) 被定义为 

^ fx(r)e i4J Mr. (122. 4) 

o 

如果給出^),那末物体在該种具体类型的扰动下的行为就完全 
确定了我們把《称为广义威应率®。它在我們所提出的理論 
中起着主要的作用，因为它可以用来表示％这个量的起伏。 

一般来讲， a(<iO 是一个复囷数。我們把它的实部和虛部表示 
为乂和 a": 

a(^)=a( CJ ) + ia f Cw). (122* 5) 

由定义 U22. 4) 直接可以 看出： 

a (- w 〕= c ^( w ). (122. 6) 

把这个关系式分解成它的实部箱虛部,我們得到 

a(-6j) = a r M y a M C-w) = -aX^), (122. 7) 

即是頻率的偶函数，而 cTb) 是頻率的奇函数。函数 

I 

在 w = 0 时通过零点（有时是通过无限大）而反号。 

必須强調指 (122. 6) 的桂质仅仅表示这一 事实： 对于任何 
实数的/来讲，由算符关系式$ 必須得出实数的^如果函数 
/U) 由一个实数的表达式 

/ =舍(/，^+/3^ “). (122.8) 

所給出，那末把算符 i 作用到这两項的每一項上 T 我們就求出： 


① 在前一今底注所谁的例孑中 t a 代表物体的电极化傘„ 

② 我們宁顦用以这神方式定义的 a ， 而不願用逋常应用的么 0)= 那 
个： ft ， Z 称为广义限抗，是在关系式/ =幺土中出現的系故_ 
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x^laMf^^ai-^ft ^ 1 }； ( 122 . 9 ) 

这个式7成为实数的条件是和 （122. 幻一样的。 

在〜的极限愦形 K , 雨数 ctk ) 趋向于一个有限的实数极 
限 I 。为了确定起見，我們在下面假定这个极限为0;对于不等于 
0的极限，只需耍对下面所推导出来的方程式稍为作一些 显而易 
見的修改就行了。 

物体在“力” f 的作用下其状态的变化伴随着能量的吸收（耗 
散）：这个能量的来源是外来的扰动，而在它被物体吸收以后就轉 
变成（耗散在）物体內部的热。这种耗散也可以用 a 这个显来表 
示。为此目的，我們利用这一事实:物体的平均能 i 对时間的微商 
等于物体的哈密頓算符对时問的偏微商的平均値(銮看 S 11)： 

n dJi! 3 治 

^ di 9 t 

因为在哈密頓算符力中 K 有微扰 P 可能依賴于时間，所以我們 
有： 

卜 ！=- 禮. (122.10) 

这个关系式在应用下面所提 m 的理論时十分重荽。如果我們对于 
—个具体过程中的能量变化已有一确定的表达式，那末把这个表 
达式同 （122.10) 进行比較，我們就可以确定对于我們所考虑的变 
量 z 来讲是甚么量起着“力” f 的作用。 

由 （122. 8) 和 （122. 9) 把/和3代入 (122, 10)，幷在外来扰动 

的一个周期內进行平均，就可以得到(每秒钟的）平均能量耗散弘 
于是包含 e ±ai " f 因子的两項互相抵消，因商我們求出 

(a*-a) [/o| 2 =ya"i/oi 2 . (122.11) 

由此我們 看到： 决定能量耗散的是威应率的虛部。因为所冇的实 
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际过程总是伴随着一定的能量吸收(<?>0)，所以我.們得出一个重 
要 結論: 在所有的正頻率下， Ct " 都是不等 TO 的正値。 

已經证明有可能利用复变函数論的数学技巧来获得函数 cxW ) 
的一些非常普遍的关系式。为此目的，我們把 w 看成是一个复变 
量 + 然后来硏究南数 a ( aO 在这个平面的上半 

部的 性质。 由子瓦 ( r ) 对于一切正 r 都是有限的，所以根据定义 
(122 了 4) 吋以得出 結論： a ( w ) 在整个上半平面是一个单値函数，幷 
且无論在哪里都不变成无限大,也就是說沒有奇点。实际上，只要 
/>0,則 (122. 4) 中的被积式就包含一个指数衰减因子 e _〜"， 又 
因为函数瓦 （ T ) 在整个积分区域內都是有限的，所以积分必然是 
收敛的。函数 aO ) 在实軸上0" = 0的諸点）也沒有奇点，除了在 
原点有可能发生以外 

函数在上半芊面內不存在奇点，从物理观点来看，这是 
因果性原理的必然結論，一指出这一点对我們是十分有用的。因 
果性原理在我們对 （122. 幻式进行积分时已經用过，求那积分时只 
遍及一切在铪定时刻 f 以前的时間，这也就晃为什么 （122. 4) 中的 
积分范圍是从0到™(而不是从到 + ») 的緣故。 

根据定义 (122. 4), 显然还有 

a(-^)^a*(o>) ( 122 , 12 ) 

的关系。这是关系式 （122. 6) 的推广 （(122. 6) 式只在6>为实数値 
时才成立)。特別是对子&的純虛数値 t 我們有 

闶此我們可以得出結論：在虛軸上刺数 a ( a ) 是实数。 

我們来证明下述 定理：阖数 a ( a ) 除了在虛軸上为实数以外， 

①在平面的下半部，定义 （122.4) 是不适用的，这是闹为积分发妝的綠故 
因此在下半平面內，函数 CLb ) 只能作为 （ d 4) 式来自手向的解祈延拓来定义。 
在这个区域內，1般来讲，函数是可能有奇点的。 
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在平面上半部的任何有限点都不是实数；在虛軸上，从在 
W = 处的一个正値叫>0单調地下降到在仿=彳如处的 D 。 由此 
也特得出 結論： tx ( w ) 在上半平面沒有零点。 

为了证明这一点' 我們利用复变函数論中的一个著名 定理: 


根据这个定理，沿一封閉圍綫 C ? 所作的积分 

h 


1 1 

w da(ca) 

doi 

hi ^ 

Am 1 

ot(^) —a 


( J 22 - 13 ) 


等于函数 a ( o >) - a 在以圍綫为边界的区域內的零点数目与极点 



图53 


数目之差。我們設 a 为实数，幷取 b 

半平面中的实軸和一无限大的半圓怍 

为圍綫 C (图 53 )。首先我們假設 a 
■ 

是有限値。因为在上半平面內，函数 
a (< y ) 沒有极点，因而 a ( w ) —a 也沒有 
极点，所以上述积分所給出的就是函 
数 < 0 ))-(! 的零点数目，亦即(^…取 
实数値 a 的点数。 


为了把积分計算出来，我們把它写成形式 


1 

1 da 

2 “ J 

a—a 


这时积分是沿着复变量 a 平面中的围綫 C 来进行的，困綫 C 是 
平面中的圍綫 O 在 a - 平面中的映象。整个无限大半圓被映象 
到 a - 0 这一点，而坐标原点 w - 0 被映象到另一实数点而 
w 的正、負两半实軸映象到 a - 平面中成为两条非常复杂的曲綫(一 
般来讲有自相交叠的点)，这两条曲綫分別整个地位于上、下两半 
平面內。重要 的是： 迖两条曲綫除了在 a = 0 和 a = 两点以外不 


①以下所 W 逋的 i £ 明是由麦伊憂所铪出的。 



与实軸在任何一点相交，因为在 u 为任何有限实数値时除 
外)， a 都不取实数値。由于圍綫 C 具有这种性质，因此如果《点 
是位于0 和％ 之間（如图53所示)，那末当复数 ex - a 沿着圍綫 f 
环繞一周时共幅角的总改变等于 2 tt ; 如果《位于0 和叫 的区間 
以外，那末 a - a 的幅角的总改变等于0。这个結論幷不由于圍綫 
上有任何数目的自交点存在而受到影响。因此(122, 13) 式在0< 
时等于1,在 a 的其它任何値下則等于0。 

于是我們得出 結論： 在平面的上半部，对于位于上述区間 
內的任佝实数値 a , a ( aO 只取一次（在那个区間以外的任何实数 
値， a ( w ) —次也不取)。由此我們首先可以得出这样的 結論： 在函 
数 cc ( a 0 为实数的虛軸上，它不能具有极大値或极小値,否則它就 
会至少取某些値两次。因此在虛軸上函数单調地变化，在虛 
軸上对于从叫到0的所有实数値，它都只取一次，而在別的地方 
不再取这些値。 

如果 <»( 即在 0) = 0 这一点有一极点)，那末上述的 
证明只需要这样改变 一下： （在 a - 乎面內）圍綫 C 沿着实軸的部 
分，在原点附近应当沿着一个无限小的半圓从原点上方繞过去。 
同时，图53中的圍綫的改变，可以設想为是把 叫移到 无穷远 
去的結果。 

現在我們来推导一个把菡数 aM 的实部和虛部相互联系起 
来的公式。为此，我們选取任意一个实数値 a = 然后把 
达个函数沿着图54中所示的圍綫来 ^ 

进行积分 9 这个国綫沿着整个实軸行 广 

进，而在= 这一点的上方繞过 ^ A 

(如果 <* j =0 这一点是廚数 a { w ) 的一 
个极点，那末当然也要在 u = 0 这一点 ® 54 

的上方繞过 h 这个圍綫由一个无限大的半圓来閉合。在无限大处， 
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a —0， 因而函数比 i 更快地趋向子0。闶此积分 

Ctl ” (0(^ w 

a dm 
J 0 >—(a) D 
c 

是收斂的；因为 a ( w ) 在上半平面內沒有奇点，而(》=叫这一点 Q 
被排除在积分区域以外，闶此函数一在圍綫以内的整个区 

- oy — co 0 

域内都是解析的，闪而上列积分等于0。 

这个积分沿舂无限大半圓进仃积分时单独地也等于0。我們 
沿着一个无限小半圓(半徑户 —0) 来繞过叫这一点。繞过这一点 
是以順时針方向来进行的，因此对积分的貢献等于 一 如 

I 

果叫是冇限的，那末就沒有必遛繞过坐标原点了，因此沿着整个 

P 

实軸的积 分为： 


lim 



I 




d w — 




woH' fi 



t7ra(cij 0 ) — 0, 


式中第一項就娃一个从积到+ ^的积分主値。我們像通常 

一样用一短划穿过积分号来表示积分主値,于 是有： 

+» 

*7ra(6t> 0 ) — -f —— - —— (122.14) 

J w—wo 


积分变量 w 在这里只取实数彳直 0 我們把积分变量改用字母 f 来 
代表，而用^来代表給定的实数値幷且我 n 把实变最^的 
南数 a ( w ) 像 （122. 5) —样写成形式 + 在 

0-22. 14) 中把实部和虛部分离开来，最后我們求出下列两个关系 
式： 


a P (w) = 


1 [^(e 

^ J 卷 一 OJ 




(122.15) 



十 * 


a F ( g ) 

f —CJ 




(122. 16) 


这两个关系式是由克腊默斯和克朗尼希 （ Kmnm ， Kxoni ^ r , 1927) 
，用到的关于函数首先推导出来的。应当强調 指出： 我們在推导这 
两个关系式时所的唯一重耍性质 就是: 在上半平面內沒有奇 
点 3 ^因此可 以說： 克腊 默斯- 克朗尼希公式 也像上 .述关于函数 
a ( cu ) 的性质 一样， 是因果性物埋原理的直接結論。 

Ct "(6 是奇函数，利用这一点， 我們也 可以把 （122.15) 改写成 


形式 


o! M 




订 J f — 
0 


J 從+丄 

0> 霄， 


f+CJ 


從， 








( m . 17) 


如果前数 Ct ( w ) 在 w = 0 这一点有一极点，而在它附近《 = 


IA 


那末沿着半圆繞过这个极点就对积分貢献一个附加的实数項 
_ i ， 这一項必禎附如到等式 (122+14) 的左边上去。因此这一項 

6 J 0 

也出現在 (122. 16) 式中： 


Ok 


a rr (o )) = -丄 O 迎 + 

^ J g — cj 


(122. IS ) 


•» 


但是关系式 （122,1 S ) 或 (122.17) 則保持不变。 


① 至子 w - ^co 时 a -^0 的假設則是尤戈紧 栗的： 假如 ct « 这个极取不等于0,那 
末我們只筘要考虑 a — a „ 之盖来代符 a ， #在公式 ; Cr 22. 扣一比)巾作相应的显而易 
見的改功。 
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我們也可以推导出一个用实軸上的値来表示虛軸的上 
半段上的値的关系式。为此，我們考虑积分 

， 

这个积分是沿着由实軸和上半平面内一无限大半圓所构成的圍纔 
来进行的（叫为一实数)。这个积分可以用被积式在极点 w = 

的留数来計算。另一方面，沿着无限太半圓进行的积分等于0,因 
此我們求出： 

f i7Tfl(f 0>o)* 

J Oj 

■ So 

在等式左边，实部变成 o f 因为被积式是积分变量的一个奇菡数。 
再把符号叫改成 o > ，把^改成^最后我們就得到 


0 » 


( iw ) 


餘 ‘ 


0 


(122. 19) 


如果我們把这个关系式两边封进行积分，我們就得到 


a(io))doj~ 


022 , 20 ) 


§123, 一个量的非热力学起伏 

設物体处于一个确定的(第抑个)定态，^这十量屬于該物体^ 
于是 (118.10) 的平均値可以作为算符的相应的 对角 綫矩陣元来 
計算： 

‘ « 

(123.1) 

式中求和遍及整个能譜。（由于^是一个复 算符， 方括号中的两 
項不是彼此一致的。） 
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算符力 (0 依賴子时間，这荭味着在計算它的矩婢元时必須使 
用依賴于时岡的波雨数。闪此我們有： 

«• 

■+ma 

= x n ^ w ^ 6})i dt = x^{o) n ^o>), ( 12 义 2 ) 


式巾 X 咖 就是通常用物体粒子坐标来表示的算符$的不依賴于时 

間的矩陣元，而= ■是在状态《和状态饥之問的跃迁 

頻率^由此可見， 


(丸心 + K ) +&)0 + 


+ 8 开 „5 + o/ ) S (w mw +ca )] ， 

(在这里我們利用了这一事实：由于沈是实最 • 因而 〜 在 

I 

方括号中 S - 函数的乘积显然可以改写成形式 

+ +5( cJ mB + £^) fi ( ct>™r < y f )- 


然后同 （11 氏】0)进行比較，我們就求出的表达式 如下: 


(^)^ = 4 "S \ x ^ 1 2 [Kw + + 8 (co + &%„)]■ (123. 3) 

HI 

关于这个式子的书写形式，我們可以作如下的解釋。虽然一 
个宏观物体的能級严格地讲是不速績的，但是它們是分布得如此 
稠密，以致于实际上差不多形成一个連績譜。如果把公式 0.23. 3) 
在頻率的一个很小的（而仍旧足以包含 很多能 級的）間隔內来进行 
平均，那末就可以不用 s - 函数而把它写出来。如果 rc ^ o 是物体 
能量小于和等于丑的能級总数，那末就有 

(也=音1‘1 2 (是+ 是;) ， 

式中五 n =A+Aw ， ViV=^n 

現在我們假設有一个頦率为 w 的周期性微扰怍用到物体上 
去，达个微扰的算符为 （参看 (122.1) 以及第48 4 頁上的底 注)： 
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T ， 二一作= 一 +/3>，0么 （123.4) 

在这个微扰的影响下，系統发生跃迁，（每单位时冏內）的跃 
迁儿率由公式 ® 

=订垃匕卜 8131 | a [£( w ~ hw m7l ) + 6 (w 4- w ^ m )](123. 5) 

所給出。这个式子中的两項是山（1從3)中的两項分別引起的。 
在每次跃迁中系統吸收(成发射)一个 UT ho Hm , 物体（毎单位时 
問內）所吸收的芊均能诂山和式 

m 

所給出。把 (123. 5) 代入上式，我們求山 

frt 

考虑到 S - 函数只在其宗量等子0时才不等于0,我們就 得到： 

^~2^^* l/o I 2 1 ^thu 1 3 [B(oi + oj nm ) — B(ftj(123. 6) 

m 

把公式 （123. 6) 和 （122. 1]) 进行比較,我們就 求出： 

+ - K ⑴ + ^ W )]. (123. 7) 

At 

这样計算出来的 Or s h 和 o ! r M 这两个贵彼此間存在着一个 
簡单的关系式。但是这个关系式只有在把这两个 S 表示成物体溫 
度的葙数以后才显示出来。为此，我們用吉布斯分布来进行平均 
(参 看論466頁丄的底 注)。 对于 ( P ),,， 我 們有： 

I 

1 ^~ E n 

I ’ rm ! + ^ m ) + S(<J + ]， 


①砮看本我程筇三卷‘‘置了•力学”， S 42 g 
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式屮为物体的諸能級， P 为物体的自由能， T 为物体的絕对溫 
度。因为現在求和是对“和 m 两个角标来进行的，所以它們的符 
号可以对換。我們把方括号剖开来，#且在第二項中把抑和《彼 
此对換一下。我們就 得到： 

1 F '^ e ti ^~ e vi 

( e~^T +e — 

Jt- fix r 

十 e 办 ； ）I ^ Jn | 2 S ( iu 4- tAj Jtjn ), 

J ?i ftx 

由于被加式中存在若 p 阖数 } 所以 

n Sir 

用完仝类似的方法，我們也矸以 求出： 

< f! r M =-7-( i-e ㈣ )- 

71 故 

把这两个式 > 进行比較，我們就 求出： 

I 

h £U 

e H — 1 

于足起伏母 ^ 的总的均方値由积分 

7 = 去 a » th 老备如 (1-23.9) 

0 

所給出。这个重要关系式是山卡冷和威耳頓 （195ir 求出来的，它 
把系統在外来扰动作用下的物理 量起伏 同耗散性质联系起来。我 
們看到:在 (123. 8) 式中括号內的因了-在形式上是一个頦率为 w 的 

振子在溫度 T 下的平均能量（以为单 位)； +那一項代表零点拫 




ha> ha , 


(123.8) 




譯者注： H, B.Callen, T, A. WeIton,Pfty^ Rev” S 3 , 34 ( 195 i ) 0 




动。 
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我們 所得到 的这些結果也可以用另一种形式来表示，这只需 
要把 z 这个量的 S 发起伏純粹形式地看成是由于虛构的“随机力” 
f 的作用的結果。于是可以很方便地把我們的方程式用傅里叶分 
量4和 L 写出来，就好像 W 是通常的量而不是算符一#。它們 
之間的关系式为 

023 . 10 ) 

于是均方起伏可以写成形式 

因此我們由 （123. S ) 式求山随机力的均方値的頻譜密度为 

( ^- S ? cih m - (123 ， u) 

这种处理起伏的方法在具体应用理論时具有一定的优点 5 

在 kT ^ hco 的溫度下，我們有 C ) = (^)， 因而公 A 
(123. 8) 収 

(^)^ = ^"(<^) (123.12) 

7 T < Jt } 


的形式，其中量子常数已經消失，达符合千这一 事实： 在这样的条 
件下，起伏是經典的。 

如果对于所有有关的頬率显著不等于0的那些頻率) 
来讲，不等式砂都能成立，那末在积分公式 (1231) 中也 nf 


呈过渡到經典的情形去： 

7 = 


2 J 0 1 


M 


do ), 


根据公式 （121 17)，上式中的积分可以用(/的靜态値来 a '(0) 表 
示，而因 为当⑴ =0时，虛部/ = 所以 a f (0) = a (0), 闪而我們有 
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^hTa( 0 ), (123 - 13) 

但是參看下围的于是我們又回到我們 

所熟悉的結果(参看 (109. 4)): 

3 -A 

X 一 f 

这是不足为奇的，因为这个結果只取决于$是一个經典量，而幷不 
需耍假定起伏是热力学的。 


习 m 

S 

試用直接計算受尚犹系統中的平均値5的量子力学方法来推导关系式 
U 22. 17) o 

g 設为未受微扰系抚的本征函数。我們用一般的方法，来寻求受 
微扰系抹在一鈒近似下的本征函数 


式中达些系数滿足方程式 

由此得出 

^ntn 

jft w ^ mn i-uiy 

同时我們假設： kl 同无論哪一个都不一致。借助于上面所得到的酉数 
* r ， 我們把^的平均値作为算符&的相应的対角綫矩陣元来計算；在一級近 
似下，我們有 




2ft 








2 h 




\ 1 ^ 
f nm ^ 




把这个式子同定义 U 22. 3 ) 进行比較，我們就 着到: 
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h 一 

n 

(在 許算屮 略太了 a 的虛部 T 这是自然的，因为我們 Li 經假定了 UI 辛 u^ rt X 
把 （J) 和 （1^7) 两式代入公式 （122.17), 就不难证实 (122.17) 式确实是忉等 
地滿足的 & (这时必須 注意： 在 022.17) 式中，积分只对正的？値进行，所以 

中的两个卜函数只有一个可能不等千 0 J 

«• 

§124. 几个置的非热力学起伏 

上述結果叮以很容易地推广到词时考虑几个起伏量％的情 
形。在对这种情形进行推导时，我們不再重复那些完全类似于前 
几节中已經作过的詳細計算。 

設 々和办 为任意两个我們所考虑的物理量。我們引入算符 
的对称化乘积的量子力学芊均値 

(121 1) 

它是 (123+1) 式的推广。作类似于推导 (123. 3) 所进行的訐算，就 
得到如下的 結果： 

m 

+ ( 处） 1»«( 而）《 1^(^^ + &> 邮 ）). (124-2) 

作用到物体上的外来犹可以写成形式® 

(124. 3) 

作类似于推导 (123. 6) 时的計算，就得到物体在每单位时間內所吸 
收的能量： 


^ = ^ 1 / Oifok [ (^i)«n ( 疋 k )tm 古 (W + 6J WS1 ) - 

一 （冗饨芯 （w +WptO]， (124. 4) 


W K 当 記住：苽复 的角标 £ 和总是意味者求 和。 
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定义 (122.9) 的推广方式 如下： 

a ： i ^=-^-(( ii / sf{}fi e^ ia>tj r (124, 5) 

如果所有的量都被表示成复数形式(〜那末上式也可以写 
成 

(12-1.6) 

內能的变化率可以用外来扰动来表示： 

F ^-7 Ji ， (124.7) 

这个公式也像 （122. 10) — 样，通常在具体运用理論时用来 建立々 
和 / i 这两个量之間的实际对应关系。 

把 (124. 5) 代入（〖21 7), 幷在外来扰动的一个周期内进行平 
均，我們就得到能 S 耗散的表达式 

. Q = ^~(^-a ki )UifL (J24.8) 

以代替 a 22. 11)。同 （12 i . 4) 式进行比較，就給出 

-ajtf- - 与 fa) 喊 (4)^( 。 + aw) — 

厶 El 

(^* 4 ) 71 , 111 (^ ) mu, X (124. 9) 

如果把这个式子和 （124.2) 式像在前一 IV 中那样按照吉布斯 
分布来进行平均,我們就得到 （].23. S ) 式的推广結果 如下： 

(^). = - 024.10) 

像 （123. 10 — 11) 两式一样,我們也可以把(12 4 . 10) 表示成“随 
机力”的起伏，“随机力”的作用所給出的結见是与 々这些 fi 的自 
发起伏等效的。为此，我們把和 城 

fitMi 


因而 


(fih) 必 =ar/a^ 1 te^ M ) 


(124. U ) 
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笫 + 二窣起伏 


把 ( i 24.10) 代入上式，我們就得到 

(/,/ 丄=#(心— ( VM . 12) 


我們所得到的这个关系式:使我們能够作出一些芡于这些 
量的对称性的結論®'我們肯先 假設: 叫抑这些量爿时間反咢时 
保持不变；于是与它們对应的算符先，^也是純宪数的算符。此 
外,我們还认为:物体沒冇“碰結构”，也+处于外磁場中；干是物体 
的定态陂函数也是实函数 @ 。因此 a 迖些 M 的矩陣元也都足实 


幷且由于矩陣的自軛性（旺米性X所以我們冇 


^ C^i) 一 （ 1£) 坩 71 


巾此我們 看到： 等式 （124. 9) 的右边扣对于指标 i 和 &是对 称的， 
因而左边相对于纟和&也是对称的 E 所以， 

d% ~ a iJv? 

即 Of Jg + Ctffc — ct ^ i I a % i7 

換句話說，我們得 m 結論 ：aa 的实部是对称的。 

但是每一个 aa 这种量的实部 dU 和虛部都是由綫性积 
分关系式—— :&拉 默斯-苋朗尼希公式——相互联系起來的。所 
以由‘的对称性也就得出的对称性的結論，因此整个 ct * 也 
是对称的。因此我們得到最后結果： 

(121* 13} 


0 达里所 IH 述的結果根据 lU ， Gallen ， M . L . Barash ， J . L . JelcI^cui 和 B - 
F . Gryen (1952) & 

* 譯者注： H, B. CallcHjM.L. Baraah^C. B. Jackson, Phys, R&v. t 83 ? 1SB2 
Cl% 幻； HJiGUlc^mGr 明 仍”明 t TO4;88 ， 1^7U 郎 2) fl 

® 相辻作用拉-了■系統的精細能級 u t 能相对 : r 系統的总动兑矩的方向是商# 
的。加果 a 們假忒物沐坫封閉在一个刚姑的嵙巩內，那末度的簡#这沖来源就 h ■以消 
除掉于是物体的能級耽是非簡幷的，因而与达呰能級对应的止确狀函歡可以进焊为 
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如果物体处丁均勻的外磁場 H 中，那末: X 系式 u 2 i . li 的形 
式就冇些改变。在磁場屮的系統的波函数不足实数，彳 ii - M . 有这种 
性质： 

相应地，对于^这些哥的矩陣元我們有 

A，Jlm (H) C — ) 

因而 （】24. 9) 右边的表迗忒耍扣对于角标 i 和& 的匿換仍保持不 
突，那末 A 有间时岜使磁塩 H 反-5。因此我們捋到关系式 

由克拉默斯-克朗尼希关系式 （122. 14) 还可以得出一个关系 
式，它所建立的联茶形式为 

八 

ajei^= ^/(ajti), 

式屮 j 是一个綫性实兑符^把这个 等龙加 上它的厄米自轭等式 

我們就得到 

a 

+ — ctjci ) 

( ft 这里，所袍的値自然是在冏样的 H 値下来取的）。山此可 
以 看出： 如果之差具冇某种对称性，那末 <*. + 0^ 之和 
也具有同祥的对称性，因而这些系数木身也具冇这种对称性 , 
因此 

a^(H)-a Ai (-H). (124.14) 

最话，我們假定在 A 这些垃中有一些是随若时問反号而反号 
的。对应于这种显的 M 孑力学算符是純虛数的算符，因此 

(而) _ ; (d = - fc ) ， 

如果％以这两个 R 都魃 千这种类型，那未仝部推导和 （124. 13) 
的結果仍保持不变。但是如果达两个妙屮 K 冇 * 个随着时冏反& 
而反号，那末我們就春到： 3角标 i 和 i 置換时，等式 （d 9) 的右 
边反扣应地，代替 (124. 13) 式， 我們得到 


m 


第十二芾起伏 


(124 - 15) 


— 一 a 奸 

类似地，在碰場中我們有 

( H ) - - a ki (- U ) (124.16) 

来代替 (124. 14)。 

所冇这些关系式0然也玎以作为起伏的时問对称性的結淪而 
从 （124.10) 式推导出来。在傅里卟分砍中，时問反兮表現为把 w 
換成一^ (如果％这个董本身不随时問反号而改变的話)^这 
在 (124.1) 式中（事实上它只在时才不等于 0) 相当于把 
^和6/置換一下，或者也就是把角标 i 和&置換一 F 。 因此起伏 
的时間对称性也就意 昧着： 

即等式 (124.10) 左边相对于纟，&是对称的，因而右边相对于 i ， A ； 
也是对称的，因此我們再一次获得关系式 (124.13) c 关于 < xa 这 
些系数的对祢性的这种推导，类似于通常对昂藤格动力学系数对 
称原理的推导（纟1扣)；下面我們将看到， （121 13— 16) 这些公式 
可以看成是該对称原理的推广。 - 

' 現在我們来看一下：上面所提出的普遍理論与热力学起伏理 
論有何联系。应当提醒 一下： 所謂热力学起伏是指这样一些®的 
起伏: 給定它們的値以后就可以确定系統的作何非平衡状态;換句 
話說，这种量的弛豫时間比系統中其它趋向子平衡的可能过程的 
弛豫时間耍火得多 p 这些量的特 征是： 它們遵循 F 列形式的方程 
式(参看 （119-7)): 

士‘= — Uh 

达些方程式描述处于非平衡状态的閉合系統的行为表示系袜 

的总熵的微商- i ， 参看 (110. 7 ))。 如果系統不是閉合的，而是 
处于外力的作用下，那末在这些方程式的右边必須再各加上一个 
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附加項，我們把它 m 表示为.叫 

^ + (124.17) 

Vi 这些量也可以川允那些表征微扰的量来表沿 

为此，我們假設：作川到物体上的力都是靜力，即允都是常 
数。这样的扰动使得平衡状态发生“位移' 在位移了的平衡状态 
下，入、的平均値不再等于 w 这些新的手均値可以用 i \ 以下列方 
式来 表示: 处于达种恒定微沈的影响下的物体共能虽等子 

F ^ Eo - f ^ 

式中為为物体在未受微扰时的能 fto 这时的热力学恒等式为 


di ^ TdS + 


^fi 


dU 


但是根据普遍公式 (11. 4)，我 們有： 

!-■ ，_ h _ _■， 

/9 E \ 9 H 9 Y 

{ wJrwrwr -^ 


因此 


dE^d(E^-f^) [TdS — ^dU 



dEo = TdS^f idx ^ 

因此我們求出平衡値 

' ‘(篕)：舍 

另一方面，在平衡状态下，方程式（1汾]7)右边必須等于0: 
因此我們 看到: 借助于允这些 S ， 这些方程式可以写成形式 


7 M Si , 


f 4 


(121 13) 


①必須 指出： 还可以賦予方程式 （ i 24. n ) 以另一种 意义。 达就足 說：的 （或 /;) 
这些里可以不宥成是某件外来微扰对 h 离平衡状态的系袜的作用，而看成是一些“随 
机力”，达些随机力的引入使#达些方稃式适甩于托 m 公系统中的而的起伏变化。达 
仔:的处®方法相4于提供 （124* 型的 基本 公式。 
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馈十 ：：: 盘起伏 


現在我們讨以把 出現在 L 述普遍理論中的系数同动力学 
系数眹系起來。为此，我們从把 a 代入 (121 is ), 幷 
把农示成綫性 組侖： 

^ ^ih ^ - 

在 （124. 1幻中我們把包含和的項分离开来，我們就得到 

i{L}OL^j^f - Om — y^yitvifofrt ， 

\. J 

r 

由于/加是任意的，所以由此得出这些系数之問的关系式如 F : 

t COat m — ^ 

即 


is； =^(^ifs - i^y^y 1 . 


(124.19) 


式中指数-〗表¥取逆矩陣，这也就是我們所求的关系式。 

根据定义，内 a 这些系数相对于它們的角标是对称的 f 因为 


=— 


贷 B 


d ^ idx ^ 


，参看 （110. 2)^1 因此由的对称也就得出 


对称的結論，即通常的动力学系数对称原理® 
把 (124.19) 代入 （124. 13)，我們得到 


o 


( fih ) 


^ f ( rri + r ^) cih ^ 


对于的这些量来讲，則有: 


①至子在 (d 15) 的馆形下，也应当有的关系。这个关系 也应当 
可以从 （ dIt )) 得出， K 5 S 注 意到： 在这种情況下， = 实陈上，由是代衷熵在 
谌离 平衡状态下的改变的二次型中乘积 Ar * 的系敢 〔泰看 (110.2)); 但是相对 T 时間 
反咢来讲熵朵不变 S , 而在这里所时齒的情形卡，乘积:是陆时时反导而反 号的; 
所以这样的項不可能存在子熵的衣达式中，因此 
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(时人丄 (12120) 

这个关系冗与适用于經典诸於的起伏的公忒（以 [.10) 之不|七在 
子一个 


ho} hco 

W Cth ^T 


( 12131 ) 


因子 ％ 在經典的极限情形下， koj ^ hT , 这个因 7" 趋近于1，因此 
(124. 20) 就和(12〗. 10) 变得完全一#了。 


第 + 三章宏观物体的对称 

§125. 物体中粒子位形的对称 

在这一章中我們将討論宏观物体所可能具有的各种对称性。 
我們从硏究最普遍的对称性即物体中粒子位形的对称来开始。 

运动着的原子和分子在物体中幷不占据完全确定的位置；为 
了对它們的位形作严格的統計描述，必須引入一个“密度函数” 

来确定粒子 在不词 位置的 几率： pciF 是一单个粒 T 处 
于体积 JtdF 內的几率。函数 Pb ，”, d 在某些坐标变換（手移、旋 
轉、反映）下保持不变，粒 T 位形的对称性就是由这些巫标变換 
来确定的。一个給定物体的整个这一袞对称变換就构成它的对称 

柳 如果物体是由不同的原子所构成的，那末函数 p 就必須分別 
对毎一种原子来确定， M 然如此，但是这种情况对我們来讲幷不 
重要，闳为在实际物体中所有这些函数事实上都具有同样的对称。 
用千这种目的的南数 P 也可以定义为由所街的原子在毎一点所产 
生的总电子 密度。 

对称性最高的物体是各向同性体，它們的性质在所有的方向 
都是相 N 的;气体和液体(以及非晶态固体)都是各向同性体。显然, 
在这样的物体中对于#一个粒子来讲，它在空間的所有位羁一定 
都是等几率的，即必然有 常数钆 这足因为，假如粒下在某一 
位置的几率太于在其它位置的几率，那末物体在不同方向（例如， 

① 必顼 强調指 出： 常软絕不是保证物体各向同性的充分 条件。 物体可以具 
有一个恒宛的密度函教 M 同时由丁、 t 的某呰其它性质又可以是各尙异 性的 < 參： t 
5 126 ), 



d 物体中粒孑位舷的对称 S 07 

在通过几傘的两个极大値的方向和在不通过极大値的方向）的性 
质就会不相同了。 

相反地，在各向异性的晶态固体中密度函数絕不可能是常数。 
在这种情肜下它是一个三重周期函数（其调期等子晶格的周期)， 
幷且在与諸格点相对应的諸点具有尖銳的极大値。除了平移对称 
以外,晶袼(亦即商数还具有相对于各种旋轉和反映的 
对称。可以由某种对称变換来对換位置的格点称为等效格点。晶 
体对称的类型将在 S S 127—132 屮考虑 D 

在 S 然界中是杏可能存在密度函数只依賴于一个或两个坐标 
而不是侬賴于所有三个％标的一种物体，这是一个理論上很有兴 
趣的問題（派尔斯 （1934) 和朗道 （1937) 都討論过这个問題)。例 
如， P - PW 的物体可以設想为是由許多等間隔的平行平面（垂直 
于^軸）构成的，但是在每一个平面上原子的分布是无序的。在 
P - P (^ y ) 的情形下，原子是无序地分布在許#平行于^軸的直 
綫上，而这些直綫本身則是規則地相互間隔开来的。 

为了硏究这个問題，我們来考虑物体的一个小区域由于逑績 
不断发生起伏的緣故而經历的位移。显然，如果这种位移随着物 
体大小的增加而无限地增长，那末这就会使得函数 P “散布”开来, 
而与我們所作的假設发生矛盾。換句話說，只可能存在这样的分 
布闺数对于这种分布来讲，不管物体多么人，平均起伏位移总 
是保持为有限的。 

首先我們来 驗证： 对于通常的晶体来讲，这个条件是滿足的。 
設 3) 代表坐标为（: f , % 2 ) 的一个区域元的起伏位移矢量， 
我們把 u 表示为傅里叶級数的 形式： 

(125,1) 

f 

■ 

这个級数只包含波矢不太大其中 d 为位移区域元的綫度) 
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的各項。我們来考虑 u 在 g 溫下的 起伏； 它們的几率由公式 
(116. 1 — 2) 来决定 Q 

为丫計算 Aj & V ， 我們必須把卩 - 按位移的幂次顶丌。这时 
在展 开式中不包含函数 UO ，％ ；£) 本身，而只包舍它的微商(参看 
§ 116), 因为11 =常数只不过相自+把物体整体地位移一下，所以 
F — F 在 u = 常数时必須等于 t 至于 U 对各坐标的微商，那末显 
然在展开式中酋先不可能 m 現它們的綫 性項； 否則 F 就不 可能在 
u = 0 时有极小値。共次，甶千波矢 U 艮小，由能的 M 开甙中 
我們可以只取 u 的一阶微商的各二次项，而忽略掉包含更髙阶微 
商的各項。結果我們就求出的形式为 

Afv=du r 、 ( 以， a )， ' 

f 

式中外0^心/ 3 )是矢3^各分量的二次雨数， 

由此得出起伏 u 的均方値为（參看山 （ UtJ . 5) 抖 OKI 比 .0) 的 
步驟） 


kT 1 


而对于总位移 U 的均方値我們 得到: 


u 2 = 2 ^ W s 〜奸 


T dfMAL 

J J - Ctf^ iyy /a) 


(125.2) 


(对 £ 的求和可以像通常一祥，在朶以以后用积分来代 
替)。这个积分綫性戢依賴于： T， 所以它在卜限 (f—o) 也是收斂的。 
因此起伏位移的均方値是一个有限的而不依賴于物体的大小, 
这是理所应 当的。 

現在我 H 来考虑密度函数为/ >==/□($) 的物体。闪为在这样的 
物体中，在 r 軸方向和^軸方向常数，所以沿若这两个軸的 
方向的任何位移都不会使密度函数“散布”开忐，因而我們可以不 


5 125, 物体 小紡 -了-位形的 射 株 




管这样的位移。丙此我們只需要考虑位移心。其次，很 W 易看此 
—阶微商根本+可能在 G 山能的展并式 I 出拟。这足因 

为，如见把物体整个地繞軸或 3 -軸旋轉，那末这两个微商就发 
生变化，但是显然 G 由能却必賴保持不变。因此在歹的展开 

忒中，我們应当考虑位移的下列各二次項： 

/2w s V du s /d^ , 3W d\A 2 

\9^/ J 叶 ㈤ ―/， [：， 十 

(由干在％ ^平而中完仝对称的綠故，扣对于 V 和 z 的微商必須 
以对称耝合的形式出現 h 把（] 25 . 1 )式代入，这几項分別铪出形 
式为 

I ^i 2 fh i^rai+fi)U i^i s (/?+nr 

的各項。虽然后两个式子比头一个式 了所 包含的波矢 各分迓 的幂 
次更高，但是它們仍旧可能与头一个式子同数 垃級， 因为关子厶 
和 4 兑的相对大小预先是毫无所知的。 

㈨ 此自由能的改变取 

AF^V^ ： \u, \^(f,jnn) (125. 3) 

i 

的形式， 式中和 是又和 i ? 十乃 这两个变量的二次函数。現在代 
替 ( 125 . 2 ) 式我們 有： 

ul ^ (m4) 

但是很容易看 m , 这个积分 ft f — 0 时是按对数規律发 散的。 

位移〜的均方起伏的发散意 味着： 对应于 pM 的一定値的 
一点可以位移很大的 距离； 換句話說，密度将‘‘散布”开来而 
遍及整个物体，因此任何一种闺数 p = (除了寻常的 P 二躲 
以外)都是不可能的， 

对千/>二 p 0 , ?/) 的物体的愦形，可以用类似的討論得到位移 
的均方値的友达式:如下： 
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必，罅〜迚 n j ( 必. 5 ) 

很容易涪出，这个积分是收斂的，闪而起伏足保持冇限的。因此具 
有 这种密度函数的物体原則上 h ] ■以 存在； 但是实际上在幻然界是 
否布这样的物体存在則还不知道。 

§126. 相对于分子面向的对称 

我們已經指 P = 常数这一条件是物体各向同性的必荽条 
件而非充分条件。 这可以从下面的例子明显笤出^我們設想：物体 
由非球形的分子构成，幷且整个分子(它的质量中心)在空問的一 
切位置都是等几率的，仉是分子的軸特別綷易朝某一方向取向。 
显然，这#的物体是各向异性的，虽然对于构成分子的每一个原手 
来說 P = 常数。 

我們現在所討論的对称性显然就是不卩彳原子的位置之問的相 
关性。設3 1 号原子的位置給定号原子处于体积元內的 
几率为 Pi , dV , (在这种情况下常常指的是不同类型的原子） ； 

是两个原乎問的矢徑 r i2 的囷数，这个函数的对称性决定物体(其 
P = 常数)的对称。 

密度菡数 P 等于常数这一事实意 味若： 物体中粒子的相对位 
置的改变(在体积不变的条件下）幷不引起物体的手衡状态有任何 
改变，亦即不引起它的热力学量有任何改变。这正是液阵(和气体） 
所具备的特征。因此，应 j 把 P = 常数而函数为各向异 
性的物体看成是所謂液态晶体——各向异性流体。 

当矢量 r ] s 的长度变化而方向保持不变时，各 Pu 函数自然不 
M 示出周期性(虽然也可能振动），換句話說，这苎函数不具备平 
移对称，它們的对称群只能由各种旋轉和叵映构成,也就是所謂点 
群①。 

① 参石本 教作第三卷“里子力 S 90。 
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把液态品体看成是具有各 向舁性 相关性 p 13 的物体，我們就 
可 以說： 它們所可 能具备 的对称类型是按照点群来分类的。这些 
点群中所包含的对称軸的阶次可以是任意重的^例如，液态晶体 
具有完全軸对称 C _ 5 Dm 各对称群®)的軸是可能 
的。通常假定：所冇已知的液态晶体都1于这些类型，虽然应当注 
M : 光学观測幷不可徙把完全軸对称的軸与軸次^>2的軸 迗別开 
来。 

I 

最后应当提一 卜： 对于通常的各向间性液体也存在着两种不 
词类型的对称。如果构成液体的物质沒有立体同分异构体，那末 
这种液体不仅相对于以'任何角度繞任何軸的旋轉是完全对称的， 
而且相对于对任何平面的反映也是完全对称的;挨句詁說，它的对 
称群是圍繰一点的全部旋轉群苒加上一个对称中心 （ K , 群)。但 
是如果液体物质有两种立体同分舁构体，幷旦液体包含这两种同 
分异构体的分子数目不相等，那末液体就沒冇对称中心（因而也就 

I 

不可能有对諸平面的反映对株)；它的对称群就只是圍繞一点的全 
部旋轉群 ( K 群)。 


§127. 晶格的对称元素 

当我們着手硏究品格的对称时，首先必須弄淸楚这种对称是 
由哪些元素构成的。 

构成晶格对称的基础的是它的空間周期性——也就是晶格相 
对于在一定方向作一定距离的平行位移(通常称为 f _) 的不变 
性®;关于晶格的芊移对称我們将在下一节中詳細討 f 

除了平移对称以外，晶格还可以具有相對于各种旋轉和反映 

①应当提醒 一下： 作为单个分子的对称群，在这些辟中只有 c „ p 和 Dd 是可 
能的 （参 宥本较程第三卷“最子力学”，§95)。 

© 我們把犯格設趄为无限的，而不考虚晶体去面边界的存在， 
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的对称；与此相应的各对称元素（对称軸、对称面、反映旋轉軸)也 

t ■_■_■、 —■ ■■圓 _ ■ _ ■■■■■ —— ii ^ _ ii __ i _ i _ _ I _ 广 ■■ ■_、■__ ■■国 ■ 

就是大小有限的对称物体所可能具冇的对称元素 

但是除此以外，晶格还可以具有一种特殊类型的对称元素，这 
种类型的对称元素是平行位移同旋轉或反映的耝合。首先我們考 
虑平移同对称軸的組合。把一个对称軸同一个垂直于这个軸的平 
行位移組合起來,幷不 r 生任何新类型的对称元素。很容易肴出： 
旋轉一个角度随后在与軸乖直的方昀平移，这与哈单圍繞平行于 
原旋轉軸的另一根軸作同样角度的旋轉是等效的。但是把繞蚰的 
旋轉同沿这同一軸的手行位移組合起来，却产坐一种新类型的对 
称: Tc 素一螺旋軸^如果一个品格在繞 - 极軸旋轉¥的角度幷 
同时沿該軸半移一定距离3以后同它本身重合，那末这个軸就是 
品格的一个《-重螺旋軸。 

如果繞一 t 重螺旋軸作《次旋轉 幷同时 平移，結果我們就把 
晶格沿軸的方向移动一个等于的距离。因此，当一个晶格具有 
螺旋軸时，它一定也就在沿这个軸的方向具冇周期性,其周期不大 
千-。这意思就 足:同 《-重螺旋軸相联系的芋移其距离只能是 

(h :上 op ( p 二]，2,_ 1)， 

Hh 

式中 a 是晶格在螺旋軸的方向上的最小周期。例如，二重螺旋軸 
只可能 是一种类型，共平移为半周期:三重螺旋軸則可以具将+和 

| 周期的平移;余类推。 

类似地，也可以把平移同对称面耝合起荥。对一个平面作反 
映再沿垂直于反映面的方向作平移,这幷不产生新的对称元素，因 
为很容易看出，这#一个变換与单单对平 n 千原反映面的个 


Q ) 参看本教程第三卷 “ S 子力学”， 
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平面惟反映是等效的 。 徂迠把反映同沿反映而中某一方向的平移 
組合起来，却产生一#新类型的对称 x 素——称为滑移面。也就 
是說，如果一个晶袼汴对一个平面 E 映、幷同时沿該平而中一定方 
向手移一定距离 d 以后同它本身重公，那末这个平面就是晶格的 
一个滑移面。 

对一个滑移 iiii 反映两次所产生的結粜 A 是平栘一个等于況 
的距离 D 因此品格所孔备的滑移而共乎移的断离足然只能等于 

式中 a 为晶格在該平移方向的最短周期的 距見 

至于反映旋轉軸，則它們冏平移的組合幷不产生新类型的对 
称元柰。这是因为，任何平移在这种情形下都可以分解成两 部分: 
一部分垂直于旋轉軸,而 M — 部分平行于旋轉軸、亦即垂直于反映 
面。因此,反映旋轉变換同平移組合起来，总是与单单圍繞平行于 
原反映旋轉軸的另一軸作 N 样的变換等效的。 

§128. 布喇菲格子 

一个晶格具有无突多个平移周期，它們可以用一群矢量 a 来 
代表，这些矢 M 的方向与各平移周期的方向相同而大小与各平移 
周期的长度扣等。这些代表晶格平移周期的欠量称为格矢。一个 
品格因为有 无穷多 个不同的平移周期，所以也就有无穷多个不同 
的这种格矢。但是幷不是所有这些格矢都是相互独立的。在任何 
品格中总是可以选擇出三个（网为空間是三帷的）非共面的格矢作 
为基格矢。于是其它任何格欠都可以表示为三个格矢的几何和, 
这二个格欠的每一个都是一个基格欠的整數倍。如果用 a iT a s ， a 3 

来代表基格矢,那末任 S •个格欠 a 就具有形式 

a 二 ra』ai + n^ + %a 3 , ( 128 , 1 ) 

式 屮叫， ％ 5 抑.都是任意的正、角整数，包括0在內 y 
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基格矢的选擇絕不是只苻一种哨一的方式 ^ 相反地，可以以 
无穷多种方式來选擇基格矢。設 a ] ， a , ，化为基 格矢; 我們叮以按照 
变換公式 

a : 口 ( i ， 公=]，2, 3)， (128. 2) 

/0 

引入另一銪格矢来代替，式中 ( tuff 为整数。如果这些 
新的格矢4也是基格矢,那末所柘的格矢，特別是原来那一龃甚格 
矢〜 也一定可以用 a ; 来表示为具布整系数的綫性囷数的形忒。 
于是其它毎个格矢也可以用 < 来衷示 „ 換句詰說，如果我捫由 
(128. 2) 式把 ai 用 < 来表示，那末我們一定也得到形式为 

h 

的变換公式，而 Pa ； 仍旧是整数。而大家知道，行列式等于行 
列式的倒数，因为两者都必須是螫数，因此由此得 W 結論： 
a ； 为基格矢的必耍和充分条件是 

la 士 ±1. (128.3) 

現在我們选擇某一格点幷从它引出三个甚格矢，山这三个基 
格矢所构成的平行六面体称为晶格的元胞(或晶胞)，+是整个晶 
格可以表示为許多这样的平行六面体規則地堆集起来的集合。显 
然， 所有的元胞具有完全 相吋的 性质;它們具有完金相同的形状和 
体积，幷且毎一个元胞所包含的每一种原子的数百和位置也都是 
完全相同的。 

显然，在所有各元胞的所有各頂点上的原子都是完全相同的。 

I 

換句話說，所有这些頂点都是等效的格点，幷且每一点都可以用平 
移一个格矢的办法同其它任何格点重合。所有这些等效格点可以 
这样通过平移变換的办法来相互取代，它們的集合就构成晶体的 
. 所謂布喇菲格子。■:然 t 布喇菲格子幷不包括晶格中所有的格点 3 
一般来讲，其至于它也幷不包括所冇的等效格点，因为在晶格中还 
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可能存在着这样的等效 格点： 这些等效格点 只有在 包含旋轉或反 
映的变換下才能相瓦取代 a 

选定晶格中的任一格点幷作出所有可能的平移，就可以构成 
布喇菲 格子。 选擇不包括在头一个布喇莼格子中的另一格点作为 
原点，我們就得到一个相对于头一个布喇菲格子位移了的布喇菲 
格子。因此显然，一个晶格一般来讲是几个相互套在一起的布喇 
菲格子；每一个布喇菲格子对应于一种类型一定、位形一定的原 

I 

子，幷且所有这些布喇菲格子被看成是点的集合时〔亦即从純粹几 
何的观点来考虑时）是完全恒等的。 

現在我們回到元胞的問題上来。由子基格矢的选擇可以是任 
意的，所以元胞的选擇也不是唯一的。元胞可以由任何一組基格 
矢来抅成。这样所得到的元胞当然具有不同的形状,但是所有这些 
不同形状元胞的体积則都是相同的 & 这一点由下面的討論最容易 
看出 a 由上面可以 看出: 在給定的晶体中所能构成的毎一个布喇菲 
格子都各有一个格点包含在每一个元胞內。因此在給定体积內的 
元胞数目总是等于該体积內任何一种类型一定、位形一定的原子 
数目，亦即与怎样选擇元胞无关。因为每个元胞的体积等于总体 
积除以元胞数目，所以毎个元胞的体积也就与怎样选擇元胞无关。 

S 129. 晶系 

我們現在来硏究所有可能的布喇非格子的对称 类型。 

我們先来证明一个有关于晶 
格的旋轉对称性的普遍定理。我 
們来看一下哪些对称軸是晶格所 
可能具备的。設 4( 图 55) 是布喇 
菲格子的一个格点，有一根对称 
軸通过它(与图的平面垂直)。如 



图55 
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访十韋宏观物体的对称 


果方是另 - 格点，与』 相距一个格矢，那末也一定有 另一根 完全扣 
冏的对称軸通过从 ^ 現 ft 我們圍繞通过』点的軸作一旋轉，旋轉 

角度是軸 次)。 于是召点同通过它的軸一起被轉移到 


疔的位置。类似地，繞方作一旋轉把 d 轉移到根据构成 i 和 
这两点的条件，它們也屬于间‘个布喇菲格子，因此可以通过平 
移变換來相互取代。因此距离也一定是品格的一个手移周期 
(格欠)。如蒞 a 是在該方向的最短周期那末距离上^必然等于 
ap , 其中 P 是整数。由图55,我們看到，这样就得出方程式 


a4"3osin 



cos = ap. 


即 


cosg> = 


1 一 p 


因为 U 加化 < 〗，所以》可以等子 3,2 ， 1 ， 0 或 -U 由这些値所得 
_ 其 ㈣3,4 ， _ 。醜， - 个品格只可能具有 2 


重、 3 重、 4 £和 G 重的旋轉对称軸。 

現在我們来討淪布喇菲格子相对于旋轉和反映的对称类型。 
这些 对称类 型称为品系，每一个晶系是一耝对称軸和对称面的确 
定的集合，也就是一个通常所謂的点辟 

很容易者出：布喇菲格子的毎一个格点都是它的对称中心。 
这是因为，如果給定任一格点作 - 为原点，那末布喇菲格子中其它每 
一 个原子都总是有兄一个与它对应的 原子： 这个对应的原子和原 
来的原子同作为原点的铪定格点共纔，幷且这两个原子与原点的 
距离相等。如果对称中心是布喇萍格子除平移以外唯一的对称元 
素，那末这种情形就是所謂 


①关子点群的詳細討蝨可桊甭本教程第三卷 “ ST 力学' 
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1- 三斜品系」这秭晶系是所奋晶系巾对称性最低的一种，对 

' j- ill I 

应千点群 c iCh 三斜布喇菲格子 出棱 长，椟角都泛任意的平行六面 
体构成，格点位于个•行六面体的頂点;这样的一个平行六面体表示 
在图56中。 





1 \ 




ip 



m r>G 
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茁 卜 三草宏观物沐的对称 


布喇菲格子通常专門用一种符号来表示； n 斜品系格子的符 

号为 

2.单斜晶系是对称性次低的晶系。它的对称元紊是一个二重 
軸和一个与它垂直的对称面,也就是說这个晶系是点群这种 
对称是具有任意底面的正平行六面体的对称，这种晶系的布喇菲 
格子可以有两种方式。第一种情形称为簡单单斜布喇菲格子( IV ), 
在这种情形屮格点位于具有任盘底面的正平行六面体的頂点。第 
二种情形是底心单斜布喇菲格子 ( It )， 在这种情形中格点不 R 位 
于平行六面体的頂点，而且还位于平行六面体的两个对立矩形面 
的中心。 

3-正交晶系对应于点群这种对称是具有任意栊长的矩 
形六面体的对称。 M 于正交晶系的有四种布喇菲 格子： 在簡单正 
交格子 （ r 。） 的情形中，格点位于棱长任意的矩形六面体的 頂点， 
在底心格子 （ r ?) 的情形中，格点还位于矩形六面体的一对对立茴 
的中心。在体心格子 ( n ) 的情形中，格点位子矩形六面体的頂点 
和体心 £ 在面心格子 ( rD 的情形中，格点除位于矩形六面体的頂 
点以外还位于所有的面心。 

4. 四方晶系是点群这神对称是具有正方底面的直角柱 
体的对称。这种晶系的布喇菲 格子讨 以有两种 方式； 即簡单的和 
体心的四方布喇菲格子(各以 r s 和 rj 来代表)，前者的格点位于 
具有正方底面的直角柱体的頂点，后者的格点則除頂点外还位于 
体心。 

5 . ^ M 对应于点群 Dad ; 这种对称是菱面体所具有的对 
称（菱面体就是把一个立方体沿着史的一根空間对角綫拉長或压 
縮所形成的斜方六面体形状)。对于这种晶系只有一种喉一可能 
的布喇菲格子 ( r ^ x 其格点位于菱面体的顶点^ 

6- 六方晶系对应于点群 Dw 这种对称是正六角柱体的 对称。 

I 
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这种品系的布喇菲格子 ( r A ) 只能以一种方式实現——即它的格点 
位于正六角柱体的 頂点和 六角形面的巾心。値得注意的是：六方 
布喇菲格子和三方布喇弈格子 之間有 卜述的区別。在这两种情形 

S 

中，格点都是位于与 e - 重（或3-重）对称軸垂直的諸平面中，而构 
成等边三角形的网。似是对于六方格子的情形，在(沿着 c e 軸方 
向的）相继各层这#平面中，每一层格点都正好位于前一层格点的 
上面（在图耵中所表示的是这些平而的投影)。至于三方格子的 
情形，則鉍一 B 格点都是位于前一层格点所构成的諸三角形的中 
心的上面（图 57 中的小圈和小叉）。 







- K：— 犬一夕 










7.立方晶系对应于点群 Og 这种对称是立方体所具有的对 
称。屬于这种晶系的有三种布喇菲 格子: 簡单立方 ( r tf )、 体心立方 
( H ) 和面心立方 ( U )。 

在三斜、单斜 JE 交、四方、立方这些晶系所耝成的序列中，毎 
—晶系都比在它前面的所有晶系具有更高的 对称。 換句話說，后 
面的每一个晶系包含前一个晶系的所有对称元素。在这种意义 
下，三方晶系所具备的对称高于单斜晶系的对称,而同时低于立方 
晶系和六方晶系的对称一这两种晶系都包含三方晶系的对称元 
素。最对称的晶系也就是立方和六方这两种晶系 & 

値得注意的还布卜述情况。乍看起来，除了上面所列举的 14 
神布喇菲格子以外，似乎还可能有其它类型的布喇菲格子存在。 
例如对于簡单四方格子的情形，如果我們把每个正方柱体的上、下 
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底的中心也各加+—个格点，那末这个格 
子仍旧異备四方 xi 称。但是很容易卷川： 

我們幷 沒有得 到新的布喇苏格子。因为如 
果我們用图 58 上所示的办法（虛綫），把 
这个格子的格点联接起来，那末我們就看 
到新的格子仍旧是一个簡單四方格子。很 
容易证实:对于所有共它类似的情形也发生同样的情况。 

图56中所表示的各布喇菲格子的平行六面体，已經把屯們所 
屬晶系的对称元桌包括无遺。伹迠必祯注 总： 除了儿种簡黾布喇 
菲格子的情形以外，这些平行矢商体幷不是元贩构成这些平行六 
面体的格矢不是基格矢」在面心布喇莽格 子的惜 形中，叮以选取 
从平行六面体的任一顶点到而心的矢垃怍为基格矢；在体心的惰 
形中，可以选取从平行六面体的顶点到休心的矢黾作为基格矢;諸 
如此类。图 59 表示立方格子 ri 和 n 的元 m ; 这网神元胞都是菱 
面体，它們本身幷不包括立方品系的令部对称元茗。 


图59 

要完全确定一个三斜布喇菲格子，必須規定六个量:它的平行 
六面体的棱长和梭角。在单斜晶系的怙形中，四个量就够了，因为 
有两个棱角总是直角；余可类推。用类似的方式很容易 If 明： 确定 
各种晶系的布 喇菲格 / i 所必 需的釐 (平行六面体的棱长和棱角）的 
数 S 如下： 
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三斜… 6 四方立方 -"1 

舉斜… 4 三方… 2 

I 

正交… 3 六方… 2 

§ m 晶类 

对于所有可以称为宏观現象的那些現象来說 f 品体的行为就 
像連績的均勻物质一样。晶体的宏观性质只侬賴于晶体中的方 
向。例如，光綫通过晶体的時性只依賴于光綫的方向；晶体的热膨 
脹在不同方向一般来讲是不 同的； 晶体在各种外力影响下的彈性 
形变也是依賴于方向的;諸如此类。 

男一方面，晶体的对称 使得晶 体中有一些不 N 的方向是等效 
的。晶体的所冇各种宏观性质，沿着这些等效方向是完全一样的。 
因此,我們可 以說: 晶体的宏观性质 a 由晶体中的方向的对称来决 
定的。例如,如果晶体具有对称中心,那末晶体屮的任何方向都和 
您的相反方向等效。 

晶格的平移对称幷不能使任何方向成为等效， 因为平 行位移 
根本不能改变方向。由于这个緣故，对子方肉对称来說,螺旋軸和 
簡单对称軸之間、滑移面和箇单对称面之間，是沒有什么区別的， 

因此，晶体的方向对称，因而以及它的宏观性质，是由它的一 
整套对称軸和对称面的集合来决定的，而螺旋軸和滑移面这时应 
看成是簡单的对称軸和面。这样的对称元素集称为晶类 D 

我們已經知道，一个实阮品体可以看成是几个同一类型的布 
喇葬格子相互套在一起。由于布喇菲格子的这种叠加，实际晶体 
的对称一般来讲是和它的布 喇菲格 了-的对称不同的„ 

特別是，一个給定晶体的品莢的对称元素集， 一 般来讲是和它 
的晶系的对称元素集不冏的 a 显然，把新的格点加到一个布喇菲格 
子上去， n 可能使得它的某些对称軸和对称面消失掉,而不可能引 
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起新的对称无素的出現。因此，晶类所包含的对称元素数目，少于 
(或烺多等于）与它相应的晶系的对称元*数也就是說，少于 
(或最多等于)該晶体的布喇菲格子的对称軸和对称面的总数 

由上面所讲的可以将出寻求屬于同一給定晶系的所有晶类的 
她。 要做到这一点，必須求 m 由品系的全部或某些对称元紊所 
构成的全部点群但是同时也可能有某个这样得到的点群中，所 
包含的对称元素幷不只屬于一个晶系，而是同时腸于几个晶系。 
例如， 我們在 前一节中已經 看到： 所冇的布喇非格子都具有对称中 
心（倒反中心)。因此所有的晶系都包含点群 c f 。 虽然如此，但是 
从物理观点来看，是可以用一种統一的方式把不同晶类分別归到 
备晶# 中去的。这就是，如果一个晶类同时屬于儿个晶系，那末在 
所有 k 些晶系之中，必須把它归入对称程度最低的一个晶系，例 
如，必須把晶系 c < in 入三斜晶系，因为三斜晶系除了倒反中心以 
外不包含任何其它対元素。用这种方法把晶类按晶系分类，就 
絕不会把-个具冇某种布喇菲格子的晶体，归入到一个由对称程 
度較低晶系的布喇菲格子就足以形成的晶类中去（只有一种例外， 
詳下）。 

为什么需要滿足这个条件，从物理观点来看是很明显的 D 这 
是因为，想要使晶体中屬于其布喇菲格子的原子按照一种比晶体 
对称所要求的更高对称方式重新配置，在物理上是极不可能的。 
何况这样的位形即使一旦得以实現，那末那怕是任何很撖弱的外 
来影响(譬如說加热)也足以把它破坏， H 为 这神位 形同晶体的对 
称沒有任何必然的联系。举例来說，如杲一个晶体膘于一个由四 
方晶系就足以形成的晶类，假如它一且具备立方的布喇菲格子，那 
末即使不很大的影响,也足以使得立方元胞的一条棱伸长或縮短， 
而使它变成具有正方底的直角柱体的元胞。 

从这个例子可以看出，起着簞要作用的是达样一个 事实: 对称 
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程度最髙的晶系的布喇菲格子，哪怕是通过不論多么微小的形变， 
都可以变成对称程度最低的晶系的布喇菲格子。彳 a 是也有一种例 
外情形，在这种情形下，上述变換是不可能的。这就是，用任何无 
限小的形变都不能使六方布喇菲格子变成对称程度較低的三方晶 
系的布喇菲 格子。 这一点可以由图57 看出： 耍把六方格子变成 
三方格子，必需把每隔一层的各层中的格点位移一个非无限小的 
距离——从备三角形的頂点移到中心这就使得三方晶系的全部 
晶类旣可以由六方的布喇罪格子来形成，也可以由三方的布喇菲 
格子来形成 

因此，要找出所有的晶类，必須从寻找对称程度最低的晶 
系——三斜晶系一的点群开始，然后依次过渡到对称程度較高 
的晶系，而同时把已經归入較低各晶系的那些点群(即晶类)去掉。 
結果 发現: .总共只有32个晶类 存在； 我們把这些晶类按照晶系分 


类列表如下: 


晶系 

晶类 

三斜 

C]，Ci 

单斜 

C 5 , Oe , Cz \ 

正交 

Qu ， 0 2 , D 似 

四方 

Si , 

三方 

C^ ? S e? Cg v , D s； Oarf 

六方 

Daft, C^ ， C 6M C 办， 1 ? 辟 

立方 

r ， i\u 瓜 


在上述的每一列晶类中，最后一个是最对称的一个,因而包含 
該晶系的全部对称元素。如果晶类的对称同它所在晶系的对称重 
合， 就称这种晶类为全对称晶类^如果晶类所具备的各种对称变 


①琢常把爲有六方布_菲格子而®于各二方晶类的鼎体归入彐岑晶系? 
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換(旋轉和反映，幷包括全等变換在内）的数目是仝对称晶类的对 
称变換的半数或四分之一，那末就分別称它們为半对称晶类或四 
分之一对称晶类。例如1在立方品系屮，认是全对称晶类，0,7\， 
r , 是半对称品类，而 r 是四分之一对祢品类。 

§131. 空間群 

在硏究了布喇菲格子的对称和晶体的方向对称以沿，我們就 
可以来考虑晶格的全部眞正的对称。这种对称可以称为微观对 
称，以区別于在上节巾所討論的晶体的宏观对称。品体由微观对 
称来决定的性质，是那些侬賴千原子在品格中的位置的性质（例 
如，品体对倫琴射綫的散射就攰这样的性质）。 

晶格的这些(眞正的)对称元素的 m 合称为它的空間群。晶格 
总是與有确定的芊移对称,除此以外，它坯可能具有簡单对称軸相 
螺旋封称軸、反映旋轉軸和对称面简单对称而和搰移反映面。 
至于砧格的平移对称,則是完全巾它的布喇菲格子所决定的，冈为 
正是根据布喇菲格子本身的定义，品格除了它的布喇茆格子的周 
期性以外,不可能再具备任何其它的平移周期 ft 。 因此，要确定晶 
体的空間群，除了指出布喇菲格子以外，只要列举出与旋轉和反映 
有关的对称元素就行了。当然，同时还必织指出这些对称面和对 
称軸彼此間的相对位置。丼次，必須注盘到，晶格的平移对称意味 
着：它所具备的任何对称軸（或面)都将重复无穷砻次，这些莖复的 
軸(或面)相互平行，它們的位置彼此間由等千格矢的平行位移間 
隔开来。最后，除了这些彼此問被格矢間隔开来的对称軸(或而) 
以外，由于平移对称和对称軸(或面）的同时存在，导致許多新軸 
(或面）的出現，这些新軸（或面）无論通过等于任何格矢的平移变 
換都不能同原来的軸(或面）重合。例如，对称面的存在不仅导致 
許多谀此間由格矢間隔开来的、同它平行的对称面的山現，而且还 
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导致許多平分这些格矢的对称而的川現 t 很容易看出：这是闪为， 
对某一芋而的反映、然后再在垂®于該平而的方向位移任何 m 离 

a 

4就相弓于对一与原来平面平行而与它相距 I "的平面 S 接反映。 

所布可能的空間群都按品类来分类。这就足說，如果我們对 
空間群中的箝单軸和螺旋軸，前单面和滑移面不予区別，那末每个 
空間群 就屬于 这样的晶类，这晶类的对称軸和对称面的 m 合和該 
空問群的对称元素集是一样的。总共可能有230个不同的宅間群 
存在。它們是酋先由費多罗夬 (^ e ^ opOB , 1895) 发現的。空間群 
按晶类的分类 如下： 


品类 

数 u 

类 

数 n 

^ 类 

数 a 

1 

晶类 

^nn 

C, 

i 

s, 

2 


‘1 

C^ v 

4 

Ci 

i 

c, 

6 


6 


G 

C, 

4 


G 

A 

n* 

f 

D^h 

4 

c 3 



]2 


6 

T 

5 

C^h 

6 

Cii ； 

\2 

C^h 

丄 

Ti * 

7 

Cjll 

22 

■■ 

■SB 

Q 

t ； 

TV 

6 


e 


20 

Cs?t 

2 

■■ 

8 


as 

c. 

4 

mm 

4 

■■ 

10 


我們不准备 fc 这里列出全部空冏群的对称元素，那是非常繁 
重的。它可以在专 P >3 的晶体学參考书中找到®。 

我們在达里 K 指出达样一种情况。在所有的突冏群中間有这 
样一些空 問群： 它們的相互区別 M 在 T 繞它們的缧旋軸的旋轉方 
向相反。这样的空冏群总北有11对。 


① ^ nternaiioml Tables for X-ray Crystdllogrdphy r Yo ). T , Sym ¬ 

metry GmipWl 卯 2) — 书中找到关于空 间鮮的 詳尽描述以及等同点某的崁示法 _ n 
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§132. 倒格子 

所有表征晶格性质的物理量，都具有与晶格本身同样的周期 
性。这样一些量的例孑是：由构成品 格於原 子在品格中所产生的 
电磁場、由这呰原子的电子所产生的电荷密度、原子在晶格中处于 
任何一点的几率、等等。 

設 r / 是这些量中的某一个。 a 是晶体中一点的坐标 a 的 

蔺数，以后我們将把它写成矢徑 r 的削数。函数? 70) 必須具有与 
晶格本身的周期相同的周期性。这意忍就是：必須成立 

C7(r+ 〜 ai+M 汪 2 +恤 a 3 ) =G(r )， (132. 1 ) 

式中叫，％叫为任意整数， a 2 , 为甚格矢。 

我們把周期函数 P ( r ) 展开为 傅里卟三重 鈒数： 

U ( r ) - 032. 2) 

b 

式中求和是遍及矢量 b 的一切可能値来进行的。表示为級数形式 
(132. 2) i 的函数 C /( r ) 必須滿足周期性条件 (132.1), b 的这些可能 

値就是由这一要求桌决定的^这个要隶盘味若： 3 r 換成 r + a 时 
( a 为住意格矢)，所冇的指数因子都必需保持不变。为此，必須使 
得标最积 ab 永远是整数。依次选擇基格矢七，％, a s 作为 a , 因此 
我們就必須有 

aib — pi , aab^jia, a 3 b 二为 , 

式中势，拆，如是正或負整数（包括0)。这三个方程式的解具有 
形式 

b 二 」 pibi + (132. 3) 

式中 b f 各矢量通过屯各欠晕来 决定： 

— +[ 峽 ]， = + [a 3ai ] ， b^l[ ai a 2 ] ? 


倒格子 
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^ = ai[a 2 a s ]. (132.4) 

这样我們就确定 了矢母 b 的所有可能値。 (132. 巾的求和也就 
是道及外，朽，和的一切整数腌来进行的。 

大家知道，在几何上，乘积就是由欠量 a u a 2T a s 

I 

所 构成的平行六面体的 体积， 亦即元咆的体积;而乘积 [a ia2 ] 等代 
表这个元胞的三个界面的面积。因此，矢量 h 具有长度倒数的量 
綱，而在数最上来讲，等于由矢量〜， a £ , a3 所构成的平行六面体的 
髙度的倒数。 

由 （132. 4) 可以看出: h 和％滿足关系式 



若 i 执 
若 


0 32. 5) 


这意味着：矢量 W 垂直子 a 2 和 a s , 对于 b 3 和 b 3 来讲，情况类似。 

在确定了矢量 h 以后，我們就可以用 b b b s , b* 作为基格矢 
来形式地构成一个格子。这样构成的格子称为倒格子；矢量 b t , 
称为倒格基矢， 

显然，三斜布喇菲格子的倒格子的元胞也是一个任意的平行 
六面体。类似地，共它晶系的簡单布喇菲格于其倒格子也是同一晶 
系的簡单格了例如，簡单立方布喇菲格子的倒格子也 K 有簡单立 
方 元胞。 借助于簡单的构进一步也很容易 证实: 商心布喇菲格 
子（正交、四方、立方）的倒格子就是 M —晶系的体心格子。相反地, 
体心布喇菲格子的倒格子具有面心的元胞 0 欣后，在底心格子的 
情形中，倒格子也具有底心的元胞。 

我們现在来計算倒格子的元胞“ 体积' 它等于 

v f ― bj [babjX 

把 （131 4) 式代入上式,我們 汞出： 

v'^^[flaasDCa^axlCajaaD^^aCCasiaalaJCfasa^aa), 

V V 


f)2g 


G 十 r : 这宏观物体的对谇 


即 


V —丄、 （1 此 ( J ) 

V 

因此,倒格子元胞体积等于正格子元胞体积的倒数。 

太家知道,形式为 

br = 常数 

(式中1>为常数欠最）的方程式，所描写的是一个垂直于矢量 b 的平 
面，它」 j 原点的距捣为，共中6是該倒格 b 的“长度”。我們选 

擇布喇葬格子的一个 格点怍 为原点，幷設是 
倒格子的某一格欠 ( pih ， ps 为整数）。把 r 也写成 r-Wiat + ^aa 
+ ^的形式，我們就得到一个形式为 

br = ntPi "\~ + n s p s =m (d 7) 

的平面方程式 D 式中 w 是一給定常数。如果这个方程式所代表的 
是一个被无限多个布喇菲格点所充滿的平 M (通常把这样的平面 
叫做晶而)，那末它就必須为整数集 ，〜所 滿足。要做到这一 
点，显然常数价岜必須是整数。在給定灼，仍，鉍亦即給定 b 的 
条件下，当常数机取遍整个一系列不 N 整数値时，方程式032, 7) 
也就确定出无限多个全部相互平行的品面来。 

_数外，恥 p 3 总是 可以 取成互质数，即除]以外沒有公約数。 
假如有这样的公約数存在，那末可以用它去除方程式的两边，而仍 
旧得到同样形式的方程式。数 G h ， 仍 ，你称为这一族晶面的密勒 
指数，而表示为(内，抑， ps)o 

坐标軸是沿着基格矢 a 3 , a 3 , a s 取来的，晶面 （132. 7) 与坐 
标軸相交于^, ^ ^这三点。品面在坐标軸上的截距 

Px JTs 仍一 

(各以 A ， 兩，〜 为单位来量度的)长度之比是丄:丄:丄，即这些长 

Pi P 交 P3 
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度之比反比于密勒指数。例如，与坐面手行的晶面(即在坐标軸 
上的截距之比各为 1 : 00 : 00 ^ 00 : 1 : 00 , co ： oo ： l 的晶面）的密勒指 

数为 (100), (0[0)， (001) ——三个坐标®的指数也是如此。与基 
格矢所构成的平行六面体的对角面平行的晶面具有指数 ( m > 0 
余类推。 

很容易确定同一族晶面中相邻两晶面間的距离。品面 U 32. 7) 
到原点的距离是 I 。其次的一个 fi 面到原点的距离是 

因此这两个晶面間的距离 d 是^^ 一 即 

0 b 

(132. 8} 

即相邻晶面間的距离等于倒格矢 b 的长度的倒数。 

§133. 宏观物体的其它対称类型 

所贫的原子在好一点％的3所产生的电子平均密度，可以余 
来作为表征晶格中原子位形的“密度 函数 、 U % z )(§125)( 因此 
ep 是电子电荷的平均密度)。仉是运 动的电了不仅 能够产生平均 
电荷密度，而且还能产生平均乜流密度 Ka hd 。 在这种惝形中， 
晶体 ，的对 称不只是决定于®数扒 3) 的对称，而且还决定子矢 
量函数的对称。 

^ 山于运劫方程相对于时問反号是不变的，國此如果在任何热 
力学平衡状态的方程式中形式地用一（去代转〗，那末由此所导 
致的状态必然也是一个可能的手衡状态。千是存在着两种可 能性： 
由子 i 和 —（ 对換而相互得到的两个状态或者是重合，或者是不 
重合。 

把 f 換成 - %幷不改变电流 i 的大小，但是却使它們反号。 
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如果由于这种变換的結果,物体的状态保持不变,那末这就意味着 
1=-』，即』= 0。因此有充分理由預言存在着这样的 物体： 它們的 
电流函数 i 精确地等于0。 对 于这样的物体 ，在任 何一点的平均 
磁矩（因为它依賴于电流分布）也猜确地变成0。事实上，絕大多 
数物体(逆磁体和順磁体)都屬于 这个范 疇。 

現在我們来討論另一类晶体，对于这一类晶体，用一*去代替 
t 将改变它們的状态，因而 j 孕0。 

在物体的平衡狀态，不能有任何总电流存在，这就是說，遍 

及一个元胞体积的积分 jjrfF 必須总是等于0。否則这个电流就会 

产生一个宏观的磁場，因而晶体（每单位体积）所具有的磁能就 
会随着物体尺寸的增加而迅速增长一这在能量上是非常不利 

的。 

但是电流 i 却可能产生一个不等于0的宏观磁矩，即积分 
f [ rj ] dF (仍旧是积逼一个元胞体积)可以不等于0 3 与此相应 J 手0 

的物体可以分成 两类: 宏 观磁矩不等于0的物体，和不存在这种磁 
矩的物体。第一类是铁磁体，第二类是反铁磁体％这两类物体 
都可以說具有“磁結构”，以区別于 j = 0 的物体，后者是不具备磁 
結构的 a 

电沭分布 j 的对称可以形象地考虑为晶体中各个原子的硪矩 
的位形和取向的对称。如果卜0,那末这就竞 味着： 所有这些磁矩 
的取向是以完全无序的方式随时間变化的，因此它們的芋均値表 

①关于反袂磁相之不阂于頤磁相的现念，以及它們两者之闕相变点的必然存 
在，是首先 由朗进 (1933广提出来的 # 比这 E 早的是由湼耳 （1932)** 提出的关于磁次 
格子的观念， 

* 譯 者注： L . D . Landau , Pkys . Z . SowjeL , 4,675(1933) 

** 泽者注 i L t N^el, A7m,de Phy&iq^e, 17,64(1932 )， 
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現为0。在铁磁体中，磁矩朝某一方向的取向占优势，闶此在每个 
元胞 中产生不等于 0 的总磁矩。最后，在反铁磁体中，原子磁矩的 
平均値也不等于 o f 即是規則取向的，但共取向的具体方式是使得 
它們在毎个元胞的范圍內就相互补偿掉，因而不表現出宏观磁 
矩。 

現在的問 題是： 电&分布有哪些可能的对称类型 
(群)。首先，这种对称也是由通常的对称元素——旋轉、反映和 
平移一組合起来的，与此相应，在丨的可能对称群中必然有通 
常的230个空鬨群^但是这还远沒有把合乎条件的对称群全部列 
出 o 

前面已經指出：〖 — 一£的变換使得矢帚〗反号。由此眹想到 
'一个 間題： 电流分布相对于所有电流的反向这一变換来讲，是否 
是对称的；我們用五来表示这个薪的对称元素。如果电流分布本 
身容許这个对称操作(即本身具有这个对称元素)，那末这就意味 
一 j , 即卜 0 , 电流根本不存在。但是，变換力可以间其它对 
称元素——旋轉、反映和平移 —— 组合起来，成为各种不同类逛的 
对称变換；不等于0的 iOr ,% 相对于这些組合的对称变換来讲 
是对称的。因此，要确定出电流分布的全部可能对称类型，問題就 
在于怎样去构成全部可能 的群： 除了通常的空間群中所具有的变 
換以外，还必須包括由这些通常类型的变換同变換丑組合而成的 
各种变換。用这种方法得 到的“ 磁空間群”的数目是16513^ 

如果电沭分布的对称已經給定，那末在这个給定晶体中粒子 
位形的对称(函数 P 的对称)也就因此被确定；实际上，在 j 的对称 
群中，把变 換及形 式地看成是全 等变換 （当丑怍用到函数 P 上时正 
是这样的)，我們就樽到确定菡数 P 的对称的空間群。 

0) 这些砟是由貝洛夫、涅隆諾娃、斯米尔諾迚推导出来的 （ n.V.kJOE ， H . 钆 
HepoEOBa, T,C, CMnpHOBa } TpyfHiwmwm. Kpucmosjo^p^ 11,33(1955 〕。 
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但是，如果我們的兴趣只在于物体的宏观性质，那末幷不需要 
知道函数 jO , R 2) 的全部对称群，闶为宏观性质只依賴于晶体中 
的方向。与此相应的对称群可称为“磁对称类”，兌們与磁空闻群的 
关系,就像通常晶类与通常空間群的关系那样 a 它們是点对称群， 
构成这些群的对称元素是:旋轉、反蚨以及这两类元素同元素及的 
組合。 

首先，它們包括32个加上 元素万 的通常晶类和32个不包含 
五 的同样晶类。特別是头32个，就是一明不具备磁結构的物体的 
宏观对 称群。 但是它們也可能在具有磁結构的物体中出現。如果 

I 

这样一个物体的磁空間群不是包 含及这 个元索本身，而是包含丑 
同平移的組合,那末就发生上述情况。 

此外，还有58个晶类中，只出現元素 ii 同旋轉和反映的耝 
合®。如果在每一个这种晶类中，把操 作忍換 成全等搡作，那末这 
个晶类就变成通常的晶类。 

知道了磁晶类，就可以确定一个物体所有的宏观磁性。其中 
最重要的就是宏观硪矩是杏存在的間題。宏观磁矩是一个矢釐， 
它在旋餺和反映操怍下的行为就像一个軸矢(两个极矢的矢积)一 
样，幷且在忑的变換下反号。如果晶体中至少存在着一个方向，在 
該方向有一矢量具有上述性质，幷旦在該晶体的磁晶类的所有变 
換下都倮持不变,那末这个晶体就具有一宏观硪矩。 

最后,我們还要提到物体的另一神性质，这种性质与 t 面所讲 
的无关，但是具有与对称性共同的 特性： 它也是定性的性质，也就 


①这些群与舒布 尼科夫 ( niyCflHKOB )* 所推异出来的双色面多面体的对狳群是 

同构的。把它們作为磁对你群直接推导出来的是南格尔和 痪契夫 〔 B. Tayrep a B. 
^^,30,564(1956) ) 0 

^ 譯者注： A. UlyGHEKOB, KpuemaAjiotpci^uHecKuse fpj/Tw CuMMem- 

(XCP ， 194&), 




K 3. 宏现物体的其它对称芡 ^ _ 

是說,它只可能立刻出現或消欠，而不可能逐漸出現或消央 D 

我們所指的是物体中原子在坐标表象中的密度矩除的某些性 
质。密度矩陣/ □«!*) 由积分 

■ 

p ( r \ r )^ q )^( r , q)dq 

J •- 

来定义，式中 ^( r , §) 是物体的波函数 ， r 代衷一个粒子的矢徑，而 
q 代表其它所有粒子坐标的集合；积分就是对其它所有粒子的坐 
标来进行的 ®。 对于各向同性的物体(液体）来說，密度矩陣只依 
賴于相对坐标 I〆 - W 。 对于所有通常的液体来讲，当距离 Y-ri 
无限制地增长时， Pir ^ r ) 的値趋向于0。但是对于起流动性液体 
(® II ;參看 H 66, 67) 来讲，显然可以 断定: 这个椟限不等于0;这 
个定性的性质几乎是这一类液体的特征。 

密度矩陣的各傅里叶分量是形式为 

■I 

| p ( r r , r ) e ‘ W ( J 3 ( r ’一 r ) (133* 1} 

的积分，它們和积分 

| ^) e rT ^F dq 

不同之处 R 在于一个常数因子，所以密度矩陣的傅里叶分量也就 
决定了粒子的不同动5値 P = W 的几率分布。如果当 |r F -r|—« 
时， P ( r , r)—0, 那末（在 P- 空間中的）儿率密度当 P— 0时保持为 
有限値。但是如果在无限大处具有有限値那末积分 
(133.1) 的値当 p— 0时就趋向于无限大（积分等 +27rVd(f)， 这 

相当 于說： 粒子动量等于0的几率不是有限的（順便提一下，确定 


CD 参看本教程第三卷 f ‘ 量子力学”， 


534 


第十 Tt 草宏现物体的对称 


这个几率的必須是正値) h 因此，在超流动性液体中和通常液 
体+同，必然有有限数目的粒芥其动畺等丁 • 


①为了避免誤解起苋，必須强觊 指出： 絕不能把达些粒子的集厶和液体的《起流 
动性部分 ” （S 67) 等同起来。不洧說这样一种等兄沒女仟何根据 T 只3!举达样一个例 
子也足以説明它的不正 确性： 在祖对窣度下，聱个液体都变成超流体,但絕不是所有粒 
子的劝釐都等于0。 



第 + 四章篥二类相变 


§134. 第二类相变 


在 S 79中曾經 指出： 具有不同对称的两相（晶态和液态、不同 
的晶态）之間，不能像液态和气态之問所可能的那样发生連績的相 
变^在这种 情况下，在每一种 物态， 物体或者與有这种对称、或者 
具有那种对称,因此总是可以說出它屬于两相中的哪一相。 

在不同晶态之間通常所发生的相变过程中，相变的进疗是以 
跃变的方式把晶格重新构造过，因而物体的状态經历一次跃变。 
但是除了这种跃变方式的相变以外，还可能有另外一类与对称的 


改变有关的相变。 

为 r 闕明这种相变的性质，我們举 
一 个具体例子。在髙溫下， BaTi 0 5 : R 有 
立方晶格，其元胞如图60所示 （ Ba 原子 
在元胞的頂点，0原子在元胞的面心 ， Ti 
原子在元胞的体心)。当把溫度下降到 
某一确定値时， Ti 原子和0原子开始沿 
着立方体某一棱的方向相对于 Ba 原子 



而位移。显然，只要这种位移一开始发 图⑽ 

生，晶格的对称就立刻 改变： 从立方对称变到四方对称 D 

这个例子的特征 在于： 物体的状态幷不发生任 M 跃变。品体 
中原子的位形$是以連績的方式变化的。但是，原子偏离它們原 


①为了鲔化討掄起兑，习價上我捫只提蓆子的位形和这种位形的对称，就好慄 
原子是靜止的一样 p 实际上严格讲，应当討論原子在空凋不同位武的几牢分布和这种 
分布的对称 (§ 125) & 
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始对称位形的位移不管多么小，都足以使得鼎格的对称立刻改变。 
以这样一种方式实現的从一种品态变到另一种晶态的相变，称为 
第二类相变，以区別于通常的相变，在这种瓮义卩后者称为第一类 
相变吒 

因此，第二类相变的連續性是在达样一种意 义下: 即物体的状 
态是以連續的方式变化的。至于在相变点对称的变化自然是跃变 
式的，因而在每一时刻可以說出物体屬于两相中的哪一相 3 但是, 
在第一类相变点，是物体的两种不冏的物态处于平衡,而在第二类 
相变点,則两相的物态合而为一。 

除了物体对称的改变是由 - T 原子位移所起的上述情形以 

I 

外，在第二类相变过程中对称的改变也可能是由于晶体有序程度 
的变化而引起的。在§ M 中已經 指出，如果某种給定类型的原子所 
可能处的格点数目超过該种原子本身的数0，那末这时就出現有 
序程度的观念。我們把該种原子在晶体完全有序时所处的格点称 

I 

为“本座”，当晶体“无序化”时，一部分这种原子过渡到別的格点上 
去，我們把这种格点称为“异座' 在許多由于第二类相变問題而 
引起我們兴趣的情形中，“本座”和“异座”在几何上是完全相似的， 
其区別只 在于： 該种原子处于琮两种格点上的几率不 同®。 現在 
如果原子在“本座”和"异座”的儿率变成相等（自然是小于1的)， 
那末所有这些格点都变成等效的，因而出現新的对称元素，也就是 
提高了晶格的对称。我們把这样的晶体称为无序晶体。 

我們举一个例子来閛明上面的討输。完全有序的 CbZn 合金 
具有立方晶格，丼 Zn 原子甓如說位于立方 x 胞的頂点, Cu 原子位 


①第二类相变点也称为居里点戎点， 

| -VSu. 

© 应 d 注意，在这种情胗中，我們总是可以认为：珉子处于“本座”的儿本太 T 
处千“异座 7 的几牵，理由很簡单：因为杏則我們就把“异座”叫做 “本座 ”而把<‘本 
座 叫 败“吳 m 



于体心（图61%布_菲格子是簡单立方） a 当“无序化”发生时（由 
于溫度升高的緣故）， Cu 原子和 Zn 原子改变位羁,这就是說，两种 
原子在所冇格点上出現的几率都不等于 O q A 要 Cu (或 Zn ) 原子 
处于元胞的頂点和体心的几卓不一样（晶体不完全无序)，那末这 
些格点仍旧不是等效的，因闹品格仍! H 保持原来的对珎。但是只 
要这些几率一相等，所有的格点就变成等效的，冈而晶体的对称提 
高——出現新的格矢(平移周期） ：从 元胞的頂点到体心，因此晶体 
就具有体心立方的布荆菲格子（图61 6 ) c 


⑻ (b) 



图61 


对于任何程度的有序都可以引用一个参 fi — “有序度” 
来作定通的表征，它是这样来定 义的： 使得它在无序相的情 
形下等于0,而在晶体的不同有序程度下具有不等于0的正値或 
負値。例如，在这里所以的 CuZn 合金的例子中，可以把它定义为 

忉 CU + 圯 Zi / 

式中 Wcu 和各为 C !1 和 Zn 原子处于任一給定格点的; I 率。 

我們应当再次强調一下这个重要 情况： 晶体对称的改变（增 
加）只发生在1精确地变成0的那个时刻；只耍有序度不等 T 0, 
不管它多么微小都足以使晶体所具备的对称同完全有序时的对称 
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一样。 

如果当溫度升高时有序度是以跃变的方式从某一有限値变成 
0,那末从冇序晶体到尤；？晶体的相变是第一类相变。如果有序度 
是以連績的方式变成0,而沒有跃变,那末这种情形就是第二类相 
变扎 

虽然我們現在所討論过的只限于不同晶态之間的相变，但是 
必須 注意： 第二类相变不一定就只是巾于晶格中原子位形对称的 
改变而引起的。以任何別的对称性区別开来的两柑之問的相互轉 
变，也可以以第二类相变的方式来实現^铁磁体的居里点(铁磁体 
轉变为順磁体的点）就是这样的 例子; 在这种惝形中我們所碰到的 
是物体的磁对称的改变(参看 H 33)。 金®轉变为起导态(沒有磁 
場时)，液态氦轉变为超流态(氦 I 轉变为氦1)，这些相变都是第 
二类相变。在这两种惰形中，物体的状态都是以速續的方式‘变化 
的，伹是在相变点,物体 ft 定性上获得了新的性质。 

因为在第二类相变点两相的伙态是完全一致的，所以显然，物 
体正好在相变点时的对称一定总是包括两相的全部对称无素。以 
后将要 证明： 正好在相变点时的对称是同两柑中的一相的对称完 
全一致的。因此在第二类相变时物体对称的改变具有下述的非常 
重要的 共性: 即两相彼此相对比較起来，一相具有較高的对称，而另 


1) 有序化的出現不引起晶体对称的改变，这种情形在庳則上是可能的。对子这 
种悄形来讲，第二 类相变 是不可能的；即使假如从 有序到 无序的相变是以連爾的方式 
进行的，反正比热不会发生 fT : 何跃变（詳下夂玲然，第一类相变在这粋 tt 形中也是竒 
能的。 

在文献中有时有人把晶体屮出現轉动分了 ( 或基）和第二类相变眹系起來。这种 
现点是鍩親的，因为在第二奂相变点，物体的状态必須述核地变化，因而运动方 式+苟 
能发生突然的改变。如果涉及莪由: F 分子在晶体中轉动而引起的相变，那末两相之問 
的区别应当是在于:在对称較商的一相中 T 分子的不同取向的几車是一样的，在对称較 
低的一相中，分子的不同取向的几率是不同的 



§134. 第二类祁变 


5:势 


一相 K 有較低的对称必須强調 指出： 在第一类相变的情形中， 
物体的对称的改变幷不遵从任何限制，因而两相的对称可以$无 
共同之处 & 

在已知的絕火多数第二类相变的情形中，对称較高的相相当 
于較高溫度，对称較低的相相当于較低溫度。闽如，从有序态到无 
序态的第二类相变总是伴随着溫度的升高而发生的。虽然如此, 
但是这个規則幷不是一个热力学定律,因而是容許例外的 

由于在第二类相变点不存在物态的跃变，这就使得物体的热 
力学状态函数（它的熵 、能量 、体积等）在通过相变点时保持連續 
性。因此，第二类相变不同于第一类相变，例如，第二类相变就不 
伴随着潜热的釋放或吸收。虽然如此,但是我們在下面将要 看到： 
上述这些热力学货的微商(即比热、热膨脹系数、压縮系数等)在第 
二类相变点却經历若跃变。， 

必然会 設想: 从数学的观点来看，第二类相变点是它的热力学 
量的某神奇点，特別是热力势中的奇点(这种奇点的特性到現在还 
不知道 ：)。为了通解这一点，我們預先煶醒一下（銮看 S 79 ): 第一 
类相变点根本不是什么 奇点： 它只是两相的热力势巧 CP , 乃和 
4 > a ( P , r ) 彼此相等的一点，伹是对于函数或中 2 单独来讲，这 
一 点幷沒有什么特殊， 闪而这 两个困数中的每一个函数在相变点 
的阐側各对应干物体的某一平衡(虽然可能是亚稳定的)状态 & 但 


①我們在这里提醒 一下： 如果一个对称群 包栝另 一个对称群的全部对称元素 
(旋轉 、反 映和乎移）再加上一些額外的对称元素，那末我們就秣前者为較高的对称、后 
者为較诋的对称。 

必須 注盘： 这 甩所表 示出来的这个荽求只是第二突相变可能发4:的必荽条件，而 
耜不是充分条件；在这类相变时所容許的对称改变还必蛊遵从更进一少的严格限制 
(數看 ㈡ 1邪，137)。 

@例如酒石软鉀纳（罗謝耳盐、 E 格涅托盐）的較低的那个居里点就垦这种例 
外,在这点的溫度以下，品体瞄十正交晶系 ，扛 这点以上，®于平斜晶系 g 
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是在第二类相变的悄形中，如果形式地把任一相的热力势越过相 
变点而延伸到另一側去考虑，那末它极本不对应千任时平衡状态， 
也就是說，不对应千少的任何极小値(在下一节中我們将看 到：对 
称較高的一相的热力势越过相变点在另一側甚至会对应千中的极 
大値)。 

由于上述的情况,在第二类相变的过程中，不可能有过热或过 
冷的現象出現(这两种現象在通常的（第一类）相变中是可能的X 
在这种情况下，任一相要越过相变点而在另一側存在，是根本不可 
能的（当然，我們在这里沒有考虑建立平衡的原子位形所需要的时 
間——在固态晶体中这个时問可能是相当长的)。 

i 

§135. 比热的跃变 

为了用数学来描述第二类相变 A 我們引入一个参量％它所 
确定的是对称較低一相中的原子位形相对于对称較高一相中的原 
子位形的偏离程度;相 当于后 者的是的値，而在对称較低的 
一 相中，具有不等于0的正値或負値 D 例如，对于由晶体冇序程 
度的改变所引起的相变来讲，可以把V理解为有序度;对千由原子 
位移所引起的相变（例如 BaTia 的情形)来讲，可以把 T 理解为位 
移的^度;等等。 

为了簡明起見，在下面我們始且把对称較高的相簡称为对称 
相，把对称較低的相簡称为非对称扣， 

当我們考虑晶体在离开对称态的一定偏离程度下（即在姶定 
的 W 下)的热力学量时，可以把热力勢中表4为 r, r 和 W 的函数 a 
但是同时必須 注意: 在函数山 (P， I 7 , w 中， m 强和溫度是可以給定 
任意値的， 但是 w 的实际可以存在的値則必須再(在給定的 p 和; r 

①这一节和下; I 节的时論都是极据朗迓 （1937 广的理論， 

+ 譯 者拄： 7, 19(1037), 


_§135. 比热的跃变 _541 

下）由热平衡条件来决定，亦即由中为极小値的条件来决定。 

在第二类相变过程中物体状态变化的連績性，在数学上是这 
样来表示 的:在 相变点附近，^可以取任意小的値，在考虑相变点 
的邻区时我們可以把 0(P, T , 按 V 的幂次展开成 級数： 

^ (P, T, 7}) =<!> 0 + cn7 + jT7 2 H-i?ij 3 +Ci /+ …， (135. 1) 

■ 

式中《，為 i?, 0,…都是尸和 T 的函数。 

但是必須强調 指出： 这样展开的 W 能性絕不是預先就很明显 
的。而且，因为如上面所指出的，第二类相变点必然是热力势的 
某个奇点，所以有充分的理由設想:这样的展开不能够一直进行到 
任意次項，而且展并式各項的系数也有可能具贫作为尸和 r 的函 
数的舒异性。要完全弄淸楚热力势在相变点的奇异性的特性是极 
端困难的，因而到現在述沒有人来进行过这方面的工作。 虽然如 
此， m 是还是有理由可以 认为: 这种奇异性的阶次此我 m 在下列計 
算中所用的展开式各項的阶次要髙。我們在下面发展起柬的理論 
就是以这个假設为基础的 

可以证明（参看下 节)： 如果 力二0 的状态和”士❹的拢态其区 
別在于好称的不同（这也是我們所假設的)，那末展开式（135, 中 
的一次項恒等于 0 : ot=0。 至 T 二次項的系数 dCP，T)， 那末很容 
易 看出： 当正好在相变点时它必須变成 0 D 这是 因为： 在对称相中， 
对应于4>极小値的必須是 的値; 为此，显然必須使』；>0 5 相 
反地，在相变点的另一側，在非对称相中，与稳定态（即中 极小〉 对 
应的必須是不等于0的 n 値;这只有在的情况下才是可能的 
(图62表示出当^>0和时函数中(7?)的形状）。旣然4在 


①在第二类相变过程中比热对溫度依賴关系的桎驗曲綫总是显示出：紧接宥抉 
变之前，比热 M 溫度急剧增长，紧接若跃变之后，此热随溫度急剧下降。这种情况未必 
見得是偶然的，可能它证实0在相变点具有这样的奇 异性： 陡悱此热筘溫度的微商变 
成 S 限大（比热本身的跃变仍旧保持有限）。 
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相变点的一側是正的，而同时在另一 
側是負的，那末3正好在扣变点时，3 
就必須变成0: 

A c (P,T)^0 t (135.2) 

式中角标 <；表明相变点 p 

伹是为/使相变点本身也是稳定 
态，也就是使得中作为 W 的函数在这 
一点也異冇极小値（当1=0时)，就必 
須使得三次項在这一点也变成0、同时四次項是 正値： 

BAPyT 卜0, C e (F f T)>0. (135.3) 

旣然系数 C 在相变点是正的，那末在它的邻区自然也是正的^ 

有两种可能情况。一种情 况是： 由于晶体的对称性，三次項可 
能恒等于0: B(F, T) =0 o 于是，对子相变点只剩下一个 条件： 
二0 ; 这个条件确定尸和 T 彼此阎的函数依賴关系^闪此， 
(在 AT 平面內）存在着一整条第二类相变点的曲綫①。 

另一种情况是不恒等于0,于是相变点由两个条件来 决定： 
A ( P , T )^ 0 , B ( P , T )^ 0 o 因此在这种情况下，連續相变点（即第 


二类相变点)是一些孤立点。 

最有兴趣的自然是連續相变点构成一条曲綫的情形^以后我 
們默认第二类相变指的就是这种情形；現在我們来对它进行詳細 
硏究 ®。 因此我們就认为五(巧7)=0 ; 以致热力势的展开式取 
0(P， 2 1 , ■”) =<P 0 (P，T) + A(J' T)rf+C(A T) 尔+… (135, 4) 

的形式。在这里，对于对称相来讲，对丁非对称相来讲， 


® 展开式 (135. L ) 巾不出現 W 項，这对下笫二类相变点构成一条 囲綫的 可截性 
米說，实际上只是一个必耍条件，而幷非充分条件^^袅看笫552冥上的底注① & 

@可以证明（桊看 15. hHflay ， M 3 m , 7,627(1937〕）：在液体和固体（骷体) 

之間，在任何恬况下都不可能发生第二类相变，这是由于在热力势的展开式中出琨三 
次項的橾故 s 



^<0； 而对于两种情形都>0。相变点則由方程式 J (巧20=0 
来決定。 

如果者虑在給定压强下的和变，那末在相变点附近〔相变点的 
溫度我們用八来表示)可以 写成： 


Am ^ aiT - T ,), 


(135. 5) 


式中是一常数。同样地，系数 f ? CT ) 也可以令它簡单 
地等子常数 

在非对称相中在相变点附近^对溫度的依賴关系，决 定子中 
作为1的函数应力极小値的条件。令撤商#等于0,我們得到 
tjM + 2( V )=0, 由此得出 




(135. 6} 


那个解相当于对称相)①。 

其次，我們来确定物体在相变点附近时的墒。忽略掉 n 的髙 
次®，由 （135. 4) 我 們有： 


34> 

3 T 7 




d ^ t > 


式中^ (包含 w 对溫度 f 的微商的一項等于0，因为 




-^： -V RJ 

yf ㈡ -- 

f i O / - 


0 的緣 故)。 在对称相中， 17 = 0 ,因而沒=札；在非对称相中， 


2 C 


，因此 




(135, 7) 


正在相变点时，这式变成凡，因此熵保持連續，这是理所应当的。 

最后,我們来确定两相在相变点的比热对于 
非对称栢，把 (135. 7) 进行微分,我們就 得到： P 


①应当注盘 ：与应 <0 时， 1 = 0的值相当于屮为极大値。 
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笫 H 四章笛二类相变 


Op ^ C P Q + 


20 


(135. 3) 


(式中 = 对于对称相，汉二如因而％ = 因此我們 

得出 結論: 在第二类相变点，比热經历着跃变。因为^>0,所以在 
相变点，即从对称相轉变到非对称相时，比热是增加的。 

除了 以外，經历着跃变的还有其它的逯： tv 热膨脹系数、 
压縮系数，等等 t 不难把这些量中某些量的跃变用另一些量的跃 
变相互表示出来。我們的出发 点是： 体积和熵在相变点都是連績 
的，即它們的跃变 A 7 和 M 等于0: 

AF ^ 0, A/? 二 0- 

把这两个等式沿着相变点曲綫相对于溫度进行微分,也就是說，在 
微分时,认为压强是溫度的函数,幷且这个函数关系是由这 条曲綫 
来决定的。由此# 出： 




fKia =。 


(135. 9) 


这两个等式把比热 G 、 热膨脹系数 

和应綰系数-三个量在第二类相变点的跃变相互联 

系起来 （ K ： e 89 tmM .93 S 广。 

沿着相变点曲綫把 

厶汉二0和 AP = 0 

(在相变时压强自然是不变的)商个等式迸行微商，而选取溫度和 
体积作为自变量，我們 求出： 


* P 老注： W.H,Keesom ， 0?s?^ Lah” Leiden’ Comm. Ncs w 3E9T^ 7 217- 
233,47(19^3), 


&13 E 3, 此热的跃变 


545 


A 




dV 





(135 - 10) 


由方程式 (135. 9) 和 （1 狐10)，可以把 

I 

这四个量的跃变用达一个量的跃变表示 出来： 



(135-11) 


<§x 





値得注意：由上面所得到的公式可以看到，比热的跃变和 
压縮系数-的跃变 具有同 号。根据上面关于比热跃变的討 

論，由此可以得出結論：认非对称相轉变到对称相时，压縮系数以 
跃变的方式下降。 

上述的热力学理論解决了（附有在这一节开始时所作的保留 
条件）在不同对称的两相之間連績相变的过程中热力学量的改变 
的特性問題。我們看 到：在 这种相变中，必然出現像熵、体积这样 
一些量的一阶微商的跃变 

上述的理綸适用于通常的三維物体中的相变。对子二維物体 
(即平面晶格）中的第二类相变，这种理論就变得完全不适用了®。 
这个間題还沒有普逼地硏究过，但是从这种晶格的一些特定模型 


① 达就使得关于那些只有更髙阶锹商发生跃变的相变的問題成义 无的放 矢了。 

② 二維晶格中的相变問題，除 TJt 有砵斑論的兴班以外，对于具有一层显茗 H 
状結构的品体的行为，以及对于吸附薄膜（桊看 S 144), 都有密切关系。 
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的硏究結果可以引出一些結淪,这些結果是由昂薩格〔1944)*首先 
得到的在这里我們不准备对他的理論的极端复杂的数学工具 
进行解釋，而只指出琅后的主要結染. 

与三維晶体的第二类相变屮所发生的情形相反，在这种情形 
下，比热在相变点幷不保持有限,而是具有对数的奇异性。更精确 

地讲，热力势作为溫度的菡数在相变点附近的形 式为： 

^ = a^b(T-T c )Hv l \T~T c \ 7 ( 135 , 12 ) 

式中 a 和&为常数。因此比热在相变点附近按照 ln \ T - T e [ 的方 
式趋向于无限大。在压縮系数、热膨脹系数等情形也出現类似的 
奇异性，（当把热力势对“压强”进行微分时，必須 注意： 后者不仅 
影响系数 a 和6,而几还影响扣变溫度 T C J 

有序度在对称較低的相中）的溫度依賴关系，也和我們在 
前面求.出的完全不同。在这里，这个依賴关系不再是正比于 
FCT fl — 们，而是 

常数 ( A - T)i (13 a 13) 

的形式(楊振宁 ,1952) m 。 


§136在第二类相变中対称的改变 


在上节所討論的理論中，我們考虑了物体的对称发生一定改 
变的第二类相变，那是預先假定这样的相变是可能的。但是对称 
的这种改变实际上究竟是否通过第二类相变的方式发生，这个間 


* 讀者注： Lu Onsager, Phys , Rev . f 65 ^ 117( 1944) a 

①这个問届是一个“二元合金”的二維矩形晶格的有序化問題，相互作用假定只 
在最近邻（沿着矩形的一边〕之閱存在。关子达个問題的文献的抨 瞌可在 G,：F,NewelJ, 
E. W」Montrolljflet 4 . Mod , Fhys , } 2^ 9 S5S(1953) —文中找到 & 魯麦尔 （r. Pyutep, 

J ^/ J ,53,245 C 19 M )) 曾經把栉藤格理諭的钛学工具太大鮪化。 

•申緙 者往:奶佑 ij _，85,808〔1953)。 


§ i 3 fi . 在第二 r 类栉艾 中对称的改变 
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題是上述理論所不能回答的。在这一节所发 展起来 的理論就垃为 
了这个目的，它的出发点是問題的另一沖 提法： 給出物体在相变点 
的一定的对称，試求在这一点的两側可能是怎样的对称 D 

为了确切起見，我們来討論山千晶格結构的改变所引起的相 
变，亦即由于晶格中原子位形对称的改变街 M 起的相变。設 
p (^ V , S ) 为（在 S 125 中引入的 )“ 密度函数”，它所确定的是晶体中 
原子在不同位 g 的几率分布。晶格的对称 S 那些使函数 〆 A %幻 
保持不变的坐耘变換的集合（群)。 自然 ，我們在这里的意思是指 
晶格的全部对称，包括像旋轉、反映以及由所有可能的平移所构成 
的无限(分立)集合在内；換句話說,我們所指的是230个空閬群中 
的一个。 

設@«为晶体在相变点的对称群。由群論知道 ®, 任意函数 
; s )_ n 了以用某些両 数外, 和，…的綫性組合来表示，这些兩数 
具有这样的 性质： 它 ffl 在給定群的所有变換下彼此綫性地相互变 
換。在一般情形下，这些函数的数目等于該群的元素的数目；但是 
如果被展开的菡数 P 本身具有一定的 对称： 那末％这些函数的数 
目也就可能少一墊。 

考虑到这一点.我們就可以把晶体的密度雨数 Pfe 表示 

成一个和式： 、 

■ 

% 

式中％ 这些面数在群紙)的所有变換下彼此相互变換 3 这些变換 
的矩陣构成群的所謂表象。％这些函数的选擇小是唯一的； 
显然，可以用它們的任何綫性組合来代替它們本身 5 大家知道，％ 
这些函数总是可以这样來 选擇： 以使得它們分解成許多組函数之 


①閲爾达一节的时候,假定讀者的群論知識已具荇本敎程第彐卷子力学”第 
十二章中所閛述的那种枵度， 
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和，而每一組所包含的函数的数3尽可能地少，幷且在群的所 
有变換下，每一組所包含的菡数 A 在該祖內彼此相互变換，而不牵 
涉到其它組的菡数。这些組巾每一 a 所包含的函数的变換矩陣就 
是群的所謂不可約表象，而这些函数本身就叫做这些表象的 
塞。 因此，.可以 苟成： 


(136,1) 

n i 

* 

式中 《 是不可約表象的編 i 是它的基函数的編号。以后我們 
将认为这些函数是以某种确定的方式 H — 化了的。 

在的〜这些阐数巾問，总是有这样一个 函数: 它本身相对于群 
的所有变換是不变的(这个函数构成群的所謂单位表象)。換句 
話說，这个函数(我們把它用/>。柬代表）具有@。的对称。把 P 的 
其余部分用来表示，我們就可以 写成： 

P = Po + B P ， ( 136 . 2 ) 

托 i 

I 

式中我們 B 經把群的单位表象排除在求和之外(这种情况我們用 
带撇的求和号来表示 

函数所具有的对称低于@。的对称，因为即使 Spfe 这个 
群的某些变換下保持不变，但是无論如何不会在所有的变換 K 都 
保持不变。必須 注意: 函数/>的对称 0 KR 然，它同的对称一 
致)按理讲应当一开始就假定低于对 称也; 否則,整个和式 (136. 1) 


①空阏群的某些不可約表象可能是复数的（这莸是說，在群的变換下，基 函欽变 
換成它們的嫌性扭合■，而其系数为复故 h 对于毎一个这样的表象都存在者它的复典 
崠表象 C 由 S 典転函歎构成）。因为物理密度知冲 * 必須 jg ： 实幷且在所有的 
变換下也必須保持为实数，所以 M 个复共軛的不可約表象在物理上必須当作一个表象 
來 考虑， 但其楢数（基齑数的敷自）加倍。于是密度 h 足所有达些复共轭困数的实较 

性 杻食。 以 后我們 总是职定是达样做的，#且暇迄这尝囷&已經取为_数 5 




sm 在第二类相变中对珠的改变 
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中就会只剰下一項一构成单位表象的函数 P 本身^ 

具有 (136. 2) 式的密度函数户的晶钵，其热力勢◊是溫度 、 EE 
强和 cp 諸系数的函数 （ Q 然还依賴于这些菡数本身的具体形 
式 h «产#为丑和^的函数的实际値是用热力学由平衡条件来决 
定的，亦即由 O 为极小値的条件来决定的。这样也就确定丁晶体 
的对称 ® ，因为旣然函数 (13 S . 2) 是諸菡数的綫性耝合，而9严 
諸菡数的对称变換定律是5知的，那末函数 （135. 2) 的对称 显然就 
决定于綫性耝合中各系数的値了。 

为了使得晶体正好在相变 点时具有对称 ®。， 必須使得所有的 
这些量在这一点变成0，也就是在这一点8户= 0,户=户 0 。因为 
晶体在第二类相变时状态的改变是連績的，所在相变点也必 
須以連續的方式、而不是以跃变的方式变成0,也就是說, cp 这些 
系数必須是以在相变点附近取任意小値的方式变成0。由于这个 
綠故，我們可以把热力势在相变点附近按的幂次 
展开成 級数。 

( 我們預先 指出： 因为在群®。的諸变換 K $严这些函数彼此相 
互变換(在每个不可約表象的基的范圍內），所以可以把这些变換 
这样来 表示： 就好像不是 这些函数在变換，而是 ct 这些系数 
在变換（按照同样变換定律）。其次，因为物体的热力势显然不会 
依賴于坐标系的选擇，所以它相对于粜标系的任何变換一定是不 
变的，特別是，相对于群 ® D 的諸变換是不变的。因此在中按 C 产 
幂次的展开式中，毎一恶次的項一定只包含 Cf 諸量的相应幂次 
的不变組合。 

大家知道:：要想由一些按照群的不可約表象相互变換的量來 
构成一个綫性的不变式，这是絕不可能的。玉于二次不变式則对 
于每一个表象只存在一个一由各 C 产构成的一个确定的 正的二 
次型：它总是可以化戎平方之和„ 
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H 此 o 的展开式是以下列形式并 头的： 

I 

中 = 2 > i n>1 ， ( 136 , 3 ) 

71 1 

式中 是尸和 r 的函数。 

晶体正在相变点时必須具有对称这就是說,这些 fi 对 
应于平衡状态的値必湞是 crfOu 显然，只有在所有的都不 
是負値的情形下，中才可能在所有的 C ^- O 时具有极小値 。 

如果在相变点所有的^>0,那末它們在相变点附近也都是 
正的，即 Cf 总是因而物体的对称根本不会发生任何变化。为 
了便得冇不等于0的 cf 出現，也就是要使得物体的对称发生变 

I 

- 化，就必縝使得/〜这些系数中有一个反 -5; 因此芷好在相变点时 
这个系数必須变成0^^ (也讨能两个系数同时变成0,但是这 
种情況只能发生在 p , T 平面屮的孤立点上。这样的点是几根第 
二类相变曲餞的交点，参看§138。） 

■ 

于是，在相变点的一側，所布的而在另一側，这些 
系数屮有…个是負的，与此相应，在相变点的一側，所有的 cf 
总是 = Q ， 而在另一側，出現一些不等于0的 

換句話說，我們得到这样的 結果： 在相变点的一側，晶体具有 

h 

① 严格讲，这个条件应当用下列方式£稍确地来表泫。这些系故当然依 
賴于 pj n > 这些 s 数的贝体形式(它們是这 些困數 的二次泛函） 3 而以 p 和 r 作为参量。 
【在相变点的一側，所有这些泛函 A ^{ 9 ^] P 7 T \ 都是正値确定的 a 扣变可定义为 
达样一点:在这一点〔在尽可能緩慢地改 变尸和 r 的条件下），么⑷之一能够变成0: 

P t T }> 0 . 

适应这个变成0的条件的是完仝确定的一耝函数⑴，原則上它們可以由求解相应 
的变分問强的办法来确定 6 这些函数也就足确定在相变点所发生的改突 ip 的那些 
函教。把它們代入/⑻ P 7 T }, 我捫所得到的就正是在相变点滿足 
zu > ( P ，： r )= o 的条件的函教益 h 】 ( jP ，； r ) D 然后抚可以 认为乂 w 諸函数巳經給定，以 

后我們就是这样假定的 c 假如考虑到随户和 t 的变化，那末就公产生尨这里所考 
虎的更髙次的修 正項八 
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較高的对称©«，也就是保持正在相变点时的对称，而在相变点的 
晃 -- 侧，对称 ® 降低，以致群 ® 是群的子群。 

山于一个反号的結果，出现一些不等于0的这些 
屬子相应的第 m 个表象。 闪此 对称为@。的晶体轉变成密度为 

的晶体，其中构成綫性耝合 

(136.4) 

i 

的諸®数只是群@。的一个不可約表象（任何非单位表象）的菡。 
由于这个緣故，以活我們省略掉指示不可約表象編分的角标 h 而 
意思总是指恰巧在所考虑的相变时出現的那个不可約表象。 
我們引入符兮 ' 

(136.5) 

V 

(因此 1), 幷把中的展开式写成形式 

<P= ^(P,T) +7^( 尸 ,？0 + 

W ^ B a (^ T ) fT ( y <) + 

Or 

+V2XCP ， n^ 4 )(h) 丄…， (i36. e) 

式中： n?\/A …是由％諸量构成的三次、四次等阶次的不变式; 

I 

对于毎一相应的阶次，由 7i 可以构成多少个独立的不变式，那末 
相对于 a 的求和就包含多少項。在热力势的这一展开式中，在相 
变点，系数 z 必須变成 o a 为了使得相变点本身是一稳定状态 C 也 
就是在^ = 0的条件下使得 O 在这一点具有极小値; u 三次項必須 
变成0,而四次項必須是正値确定在前一节已經指山，只有当 
中的展开式中的三次茁 恒等于 0的条件下，第二类相变点曲綫(在 
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平而中）才能够存在。現在可以把上述条件表述为这样一个 
耍求： &这些量接照群砑。的給定的不可約表象相互变換，用这些 
量不可能构成三次不变式 

假設这个条件被滿足，我們就可以把精确到四次項的展开式 
写成形式 


中 + (13a 7) 

因为二次項不包含1，所以这些贵就由 (136. 7) 中的四次項为极 
小1亦即尔的系数为极小的条件来决定把这个系数的相应的 
极小値直截表示为 C (巧 T) (根据上述理 咁它必 須是正的)，我們 
就得到形式为 （135. 4) 的中展开式，而决定 T 这个量的条件 就是： 
0> 作为只是5的菡数班当为极小,就像我們在上一节所做的那样。 

这#求出的 h 諸量的値就确定了囷数 = 的封称，亦 

■ 

1 

即确定了一个原来对称为的晶体在第二类相变后所形成的对 
称笾， 

在以上的討論中隐含着这样的假設：晶体到处是均匀的，即 A 
这些系.数在整个晶体两都是常数;显然，这正是物体的平衡状态所 

必需的〆但是，要使得状态稳定，还必須同时滿足这样的条件：晶 

•• 

I 

® 在前一节我們考虑相变时，給定的是对称的改变。用这里所引入的 ft 念来表 
述，可 以說： 我們預先假定1 这些量 具有給宝的値（因比函數5/1才具有铪定的对 称)。 
在这样表述間題时，封于保证第二类相变点曲綫的存在来脫，(:在展开式 CA 3 & 中）不 
出現三次項幷不是充分条件，因为它幷不排斥在按几个^(如果铪定的不可約表象不 
是一維的）展开的普通展开式中出現三次項的可 能性。 例如，如果有三个灼畳，幷且 
乘枳 h 7 2 7 j 是不变式，那末在* I * 的展开式中就包含三次項，只有当函数知具有某些 
特定的对秣从而荽求一个或两个 A 等于0时，这个三次項才变成 I 

@可能龙生达样的悄况】四次不变式 K 有 一个 ： ) 2 在这种情形 


中，四次項不依賴要确定这些苴，必須考虑更商次的項。 
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体的热力势相对于 Q 在整个晶体內的变化来讲应为极小値。这个 
条件铪子 h 以一定的限制，这些限制对在第二类相变屮 n 了能发生 
的对称改变形成史进一步的基本限制。为了表述这个条件，我們 
需要假 設:〜 在整个晶体內不足常数,而是坐标的緩变函数。于是 
晶体每单位体积的热力势一般来讲不仅依賴干 Ci , 而且还依賴于 
它們相对于坐栎的微商(在一級近似中依賴于一次微商)。与此相 
应，在相变点附近，必須不只是按的幂次、而比还必需按 

的幂次把（甸单位体积的）中 M 开。为了使得（整个晶体 

的）热力势在；^ = 0,…这些条件下具有极小値，必須使得微商的 

—次項在这个展开式中恒等子0 (微商的二次項必缜为正値确定 
的；但是这个情况幷不給予 Q 以任何限制，因为这样的二次型对于 
按照任何不可約表象互变換的来讲是可能存在的 h 

在微商的綫性各項中，我們只考虑那些只与^，…成正比的 

諸項和包含…等乘积的諸祺。 更高 次的項显然是不重要 
的。其次,我們必須耍求整个晶体的热力势为极小，亦即要求遍及 
整个体积的积分 j 中沿 7 为极小。仅是<!>表达式中所有的全微商在 

这样积分以后給出一个常数，这对于确定积分的极小値是无关紧 
要的。因此在中表达式中所有只与 G 的諸微商成正比的項都可 

I 

以略去。而在包含〜^，…等乘积的諸項中，則可以把所有对称 
的組合 


等略去，而只留下反对称的 部分: 


A 





036 , 8 ) 
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因为<!>是一个标量， 它的展 开式只能包含 (130. 8) 这些量所枸成 

的綫性駔合不变式。因此品体状态的稳定性条件是所杏这样的不 
变式变成 

可以 UE 明 K 述的普遍定斑叫， 1041)： 对于任何由千晶 
体的对称变換的数目戒少一半而 d 起的和变，都可能以第二类相 
变来实現。对称元素的数目减少一半，意思就是：对称群0所包含 
的 X 素比对称群紙)少一半 ^ 对称的这种改变可以通过两种方式 
来 实現： 或者是品体的元胞增火一愔（平移的数戚少一半）而晶 
类保持不变，或者是“迴轉”对称 x 素（反映和旋轉)数目滅少一半 
而元胞的大小保持不变， 

_ 

证明是栈据这一 事实： 把群中不包含在其子群 ® (群阶低 
—半）中的（任何）-个元忐仍,輪流乘以子群©的全部元紊，就得 
到群 ® 。中不包含在子群©中的仝部元素;子群©和元素子集⑹& 
把群的全部元素包括无遺。 显然， 把子群@中任何一个元素 
乘以子集仿 ® 中任何一个元素，仍旧得到中的一个无素；把 
中的两个元素互乘，則得到 © 中的一个元素 c 
設歹是一个相对于子群 ® 的全部变換保持不变的函數。由 
上述理由可以看出：相对于群@ 0 所有其余的变換来饼，函数9必 
然或者也保持不变，或者反号（因为中的两重变換与®中的 
一个变換等价，亦即必然使 P 保持不变\在前一种情形中，9所 

© 每， ¥这些微商，葳 ft — 个矢 a 的各分里与 q 错&的乘积那样进行 

变換因此013&8〕这些 a , 也就像 -1 个欠 J ; 的各分 SJjq 諸童的反对称积（关于反 
对称积及共变換定律可泰看本教程第三卷 ( ‘进子力学 ' ssi ) 的乘积那样进行变換 。因 

I 

此，由（136.8)这些 S 之不可能构成一个綫性标: i , 就相3于不百能由 

Xift=^iCaru)?^W ，； 0— 外 (: e ， 乐 ;0 穿 1(〆 ， 〆〆 ） （ 130. Sa) 

这壁蓋构成像一个矢 S 的各分量那样进行变換的任付组合（％是按 PH 群的給定的不 
珂約表象相互变換的函敬)，这两个条件是等效的。 

* 譯者往： E. M- 叫， 沉卿， 11,255, 269(1941)* 



tS 7. 农閊群的不可約衾象 _ 

实現的是群 札的平 庸单位表象；而在后一种情形中，形式为 
的函数芷好相当于我們所咸兴趣的相变，因为它具有对称 
间时，在少的展幵入中沒有5次項 （ H 为9扛群琢。的某些变 
換下反 号)，而 （136. ⑼）喟的量根氺不4能山一个南数来构成。这 
样就证明了上面所作的淪 断: 在这种情形 K ， 可能存在第二类相变 
点曲綫。 

可以看出，下商这一定理也是成 立的: 对于由于对称元素的数 
目减少到三分之一而引起的相变来饼，不可能办在第二类相变(这 
是甶千在热力势的展开式中存在着三次項的緣故 ) P 

最后，我們簡短地討論一下物体中由于不等于0的电流 
jO ， P ) 的出現或消失而 M 起的第二类相变(参看3 133); 例如，铁 
磁体的居里点就屬于这种情形。在这神相变点的一側，我們有 jo = 
= 0，而在另一侧 Sj = j 很小。代替热力势 O 按 S /? 的幂次展开的 
級数，我們現在考虑按 M 的幂次 M 开的級数。当形式地把时間反 
号时，物体的热力学量，例如它的热力势 A 不可能发生变化但 
是这时电流 i 是反号的。山此得出結論： 在少的 展开式中， Si 的 
所有奇次項包括三次項在内必須 m 等于0。这就意 味着： 由于电 
流 j 的出現或消失而引起的相变，总是可以以第二类相变的方式 
来实現。 

§137. 空間群的不可約表象 

于是，要确定在第二类相变时付能发生哪些类型的对称改变, 
这个間題归結到京出空間群的不汀約表象幷硏究它們的性质，因 
为問題在于耍能够由一些按照不4約表象相瓦变換的量来构成相 
应的不变式。空間群是具有无限多个元素（无限多个平移）的群。 

0) 达时 甫耍 的是： 3 把 f 換为时， 这一項保持不变，闲为在与此相应的 
相屮，是楣本沒有电涑的。 
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因此-个空間群的不可約表象的数目也是无限 多的。 但是我們看 
到: 对子相变問題重要 的只是 限多个表象，这是因为其余的表象 
已經被前一节中所表述的要求——不沂能山 (136. 8) 式的諸量构 
成不变式——預先排除掉了。 

每一个空間群都有一个平移子群，构成这个子群的是所有可 
能使晶格与它自身重合的无限多个平移（这个+群也就是晶体的 
布_菲格子，不过是从数学的观点来 考虑氕 整个空間群是由这个 
子群再附加 B 个旋轉和反映的元素而成的， W 是相应的晶类的对 
称变換的数目；达些元素我們习慣上統称为“迴轉”元素。如果一 
个空間群不包含任何眞正存在的螺旋軸和猾移而，那末就可以直 
截取晶类中的《个对称变換——旋轉和氐映——作为 W 个迥轉元 
素。否則，旋轉和反映应当|司时再平移一段甚格矢，才能成为迴轉 
元紊。空間群的每一个元忐都可以考虑为一个平移对称元素与一 
个“迴轉”元素的乘积。 

空間群的每一个不叶約衮象都可以由一組形 式为① 

■ 

9:。=丛 〆 、 (137.1) 

的函数来实現，式中 f 是常数矢 M , w a 是周期函数（具有与品格同 
样的周期性)，角标 a -= l ，2, …， s 是爲有相同 f 的諸菡数的編号。 

由于平移的結果，亦即由 T r — r + a 型 ( a 为某一格矢)变換的 
結果， （]37. j ) 諸函数被乘以常数这就是說，在以这些函数来 
实現的空間群表象屮，相当于平移的矩陣是对角綫化的。 

显然，两个 f 矢量如果相差 27Tb, b 为某一倒格矢,那末它們就 
使得函数在平移变換下具有同样的变換 定律： 因为 ab 是一个 
整数,.所以 e 2 ^=U 从这一观点来考虑，达样的 f 矢量炖当认为 
晕相同的；以后凡是我們称为不同的 f 矢是，都是指不是相差一个 

①下面关 - T 空問#犮象的考虑是根据塞茲 C1936V 的理論。 

* 譯 者注： F. Seitz, Annti/s of ^^.,37,17:1936). 
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倒格矢(乘以 27 T ) 的 f 矢量。如果认为■^是倒格元胞內从一个頂 

点到共它各点所引的矢景，那末我們 A 需要考虑一个倒格元胞内 
的矢量就行 1 % 

在“迴轉”元素的作用 K ， 闲数^变換成屬于另一个矢 
不同 a 値的 9a 諸闲数的綫性耝合，矢设 f 是由矢 if 在倒格子中 
作相应的旋轉或反映而成的 

在一般情况下，所冇《 个“迴 轉”元素的作用給出《个不同的 f 
矢量。当然，所有达呰 f 不同的菡数都应 3 列为闲数；这是因 
为 f 不同的函数由于芊移的結果被乘以不 M 的常数，所以不管怎 
样选擇它們的綫性組合，也都能咸少彼此相互变換的函数的 
数目 a 

在矢最 f 的某些一定値下，山它所得到的 不同矢 Sf ，： T ， …的 
数冃可能少于化因为可能有一些 “ 迴轉”对称元素是不使 f 改变 
的。 例如： 如果矢量 f 的方向是沿着一极对称軸的方向，那末它在 
繞这极軸旋轉时是不变的；如果矢通的形式为 t = 7 rb if ^是一根 
倒格基矢，那末矢量 f 在倒反时是不变的（倒反使矢量反号，但是 
-71^ 与之差为 27 Tb 上諸如此类。 

包含在铪定的空問群中而不使矢置 f 改变的所有“迥轉”对称 
元素的集合，可以称为这个矢量的“本征对称”群。在达个群所包 
含的諸变換下，同一个 f 的不同 a 的諸函数 9 ^相互变換。 

最簡单的情 形是： 空間群中沒有眞正的螺旋軸或滑移面存 
在®，在这种惰形下，矢量 f 的本征对称群是由呼粹的旋轉和反映 
耝成的，也就是說是一个通常的点群。在这种情 t 形中，同一给定 f 

①对于矢 K 在飼格子中的变換 来說， 是作箱单的旋轉、还是螺旋的旋轉，是 
作簡单的反呋、还是搰移的反映，这足不重要的。 

© 这就是說，这种空尚群屮灰有的对称元素都可以衷示为两个元素的乘 积：一 
个元索甚純粹的旋轉或反映，另一 个元者 是匁子一个格矢的平萚。 
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的諸函數 p Q 形成这个点群的一个 不寸約 表象。由于这个綠故, 
这种表象称为“小表象”。空岡群的不可約表象的維数，等于山旋 
轉和反映所得到的不同 f 矢 M 的数 iEl 和小表象維数的乘积。习憤 
上把它的基函数表4为乘积 

9 —j 2) 

式中也是 e 〜 諸函数諸矢量只限子相差的綫性組合，它 

在 f 的本征空間群所冇的变換下都是不变的；而各 K 是周期函数 
(即在平移变換 卜不 变)，它們是某一小表象的基。 

如果空問群中包含有眞正存在的螺旋軸或滑移面，那末矢量 
f 的“本征对称”群，只有在共中问时述包舍一定的平移的条件下， 
才符合“群”这个名詞的眞正意义，輋例来説，这是闪为，相对于一 
个滑移面作两次 反映， 这幷不是一个恒等变換，而是作了一个等于 
基格矢的平移。 

前面已經指出（参看第 M 8 頁上的底注)，对于我們所感兴趣的 
物斑应用乘讲，阴个复共轭不衅約表象应当合成…个維数加倍的 
表象。这盘思就 是：与 毎一个 f 同时还应当取矢量 一 f 。 因此为了 
获得所有必需的矢 Mf , 作用到某一起始矢 S f 上去的元素除了晶 
类的所有元桌以外还必須附加 一 个对耠中心，如果該晶类本身不 
包含对称中心的話。 

当应用于第二类相变时重荽的是：构成矢姑 f 的本征对称的 
諸 軸和諸 面是否相交于一点，或者在这些对称元袅之中是否有这 
个 倒反对称中心 \ 我們将把这样的点群作为具有“奇点”的群来描 
述。 不难 i 正明：士于矢量 f 的共它任何本征对称，都可 以用®数 
来构成 

达些量的綫性耝合（銮看第 554 頁上的底注①)，这些姑的变換就 
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好像一 个欠量 的备分量的变換一样 & 

設矢量 f 据有嵌普遍的位爵，0而不具备任何本征对称。子 
是相应的表象由 m 个（如果空間群本身不具奋对称中心，則为％ 
个）必商数所构成，对+钲—个 f 只有一个9:，因此我們省略掉指 
标 A 因为在这种情况下 f 和 -f 不同，所以我們可以构成 

欠 r 广 f "= 9f (之，女， y\ z) y\ z z) 

这些 fi, 它們相对于所有的平移来說是不变的。茧于在迴轉元素 
的作川下，則这《 (或；个姑彼此相互变換，而构成相应的点群 
(晶类)的表象,共雄数等十群阶。侣是由群綸 ® 知道，这样的表象 
(所謂正則表象)包含了群的所有的不叶約衷象，其中也就包含了 
矢量的各分量所据以进行变換的那个表象。 

如果矢賢 f 的本征对称由一根对称軸和一些通过它的对称面 
所构成，那末类似的討論 证明： 在这神情形下也可以由 p 这些 
量构成一个矢量。 

佴是如果矢货 f 的本征对称是由相交的对称軸和对称面所构 
成， 或包含对称中心，那末这神討論就变得不适用了^例如，在有对 

I 

称巾心#在的情形中，矢和 一 f 一致（抑只相差 27Tb ); 如果这 
时对应子每一个 f 只有一个函数％,那末不 論矢最 的各分量应当 
怎样平移，要构成任何相对于这些平移不变的 Xf 是不可能的。 

由此可見，在硏究第二类相变中哪些对称改变是可能的問題 
时，在所有无限多个不同的不可約表象中，只需要考虑与那些其有 
上述本征对称(这些本征对称具有“奇点”）的矢量 f 对应的表象就 
行了'这样的不可約表象为数是不多的^ 

現在我們有可能以普遍的形式来硏究品体在第二类相变时布 

①例如塞看本数程第兰卷‘‘量子力学”，§91。 

© 关千达 一 m 述的完全证明， 以及下歴所提到的拮果的推导，坷参宥 e . m , 
Lifshita, J.Pkijs. USSR.jG, 61(1942 )。 
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喇菲格子（即平移对称）怎样变化的 問題， 在大多数情况下，布喇 
菲格子可能发生的改变是某些格矢(在长度上)增长到两倍①。除 
此以外，在体心（正交、四方、立方）晶格和面心立方晶格中还可能 
发生这样的改 变:某 些格矢增长到 四愔; 而在六方晶格的情形中是 
某个格矢增长到三倍。同时，元胞体积可能增加到2,4, 8 倍; 在面 
心立方晶格的情形中还可以增加到川或32 倍； 而在六方晶格中 
增加到3或6倍。 

作为上述普遍理論具体应用的例子，我們来考虑合金中有序 
化的发生，假設合金在无序状态具有体心立方晶格，幷且原子都位 
于立方元胞的頂点和体心（如图616所示)。現在的問題是要确定 
在笫二类相变的情形下在这样一个品格中可能出現甚么类型的有 
序（用結晶学的語言来讲.就是甚么类型的超格子） （JlaituiHu， 
1941)*®. 

对干体心立方晶格来說，倒格子是面心立方。我們把金格子 
立方元胞的棱取作长度的单位。于是倒格子立方 元胞的 棱长为 
4-. 在这样的倒格子中，下列 f 矢量的本征对称具有“奇点”： 


( a ) (0,0,0) 




O , 

<h 

T d (137.3) 


(«，+)，(+， Q ， +)，(1，+，。)， 
(e) ( 0 ，+，+)， (i - 0, t ) 5 (+’ i .， 

① 然，布喇菲格子可以根丰不发生变化 e 

* 择 者注； Jk 电 HIHH, MBT0 7 ii r 255,269(1941), 

© 关于立方或六方密堆积品格的类似的研究，可参看 
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我們在这里所列出的是矢量 | 在 om 3 軸（沿着立方元胞的三个 

«• 

棱的方向）上的分量，幷以棱长为单饨来贷 度的； 如果要以上面 W 
选擇的单位来表示欠-量 t 那末上列諸数中必須乘以 2-27 T -47 T , 

在 (137, 3) 中所列出的&矢量只是那呰通过旋轉和反映相互获得 

的矢量，伹是它們之差不等于倒格矢，亦即所列出的只是不同的 
(用我們在上面所用的术語乘說） f 矢母。在 （137.S) 中还列出这 
些矢量的本 ff 封称群。 

在我們所給定的这个問題中，需悪考虑的只是单位小表象，由 
于这个緣故，进一歩的討論叶以大太簡化。其原因 在于: 我們所感 
兴趣的幷不是最普遍的对称改变，而只是那些由于原子在原来存 
在的格座上有序地分布（即形成超格子)而沒有任何位移所实現的 
对称改变。在現在的情况下，无序晶格的元胞； I 包含一个原子^ 
芮此,沒有一种超格子能够陡得密度分布发生一个 Sp 的改变而不 
会在任意的旋轉和反映（不伴随平移）下不变。数学上这意 味着： 
小表象除了单位表象以外都是+容許的 u 在 （137. 2) — 組函数所 
构成的基中，我們可以相应地用1来代替％, 

現在我們依次来考虑列入 (137. 3) 中的各 f 矢显： 

( a ) f =0 的 g > f 函数具有完全的平移对称^在这种情形中，元 
胞不发生任何变化,幷且因为每个尤胞只包含一个原子,所以根本 

I 

不可能有任何对称改变。 

( W 对应子这个 f 的 睜数是 这个函数与旋轉和 
反映后的同一函数所构成的綫性®合是： 

g>^coe 27rx coh 2tt.v cos 2jtz* (137. 4) 

I 

其对称为 o ft 。 . 

存笫二类相变点开始的对称是离埤函数 P = p 9 + 3 P ( M 二唧） 
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的对称函数 P 在晶类 o A 的所有变換下和在等于立方元胞的 
任一棱的平移下都是不变的，但是在等 T 它的立体对角綫一半 

的芊移^則否。因此，有序晶体具有簡单立方的布喇菲 

格子，而在元胞中有两种不等效的格座：（0, 0, 0) 和1 y), 

它們分別由不同的原子所七据^閃此，能鉍給出这神类型的完全 
有序合金的普遍形式为（例如§ 134中所提到的合金 CuZn )。 
( c ) 对应于达些 f 矢 i 的是对称为 Ta 的函数； 
g?i ~ co& 7TX cos 7T；/ cos ttZ ， ^ = s\ji 7 rx sin ivy Bin 

(137. 5) 

由这两个函数可以构成两个四次不变式：（喊+括) 2 和 的 + W。 相 
应地，热力学势中的展开式（丨 3 丄 ？) 取 

<3> = 4> 0 + Arj 1 + 0^ + Cffrf { y \ A - 7 s ) (137. 6) 

的形式 t 在这里，我們必須区分两种情形。如果4<0,那末热力 
学势作为 h 和的函数， ft 輔助条件 r?+Ti-i 之下，是在 n- 
-1, 7 S = 0 时具有极小値函数印二柳』的对称为具有面心布 
喇菲格 f 的晶类共立方晶胞的体积为原来的立方晶胞的八 
愔。其元胞包含四个原子，立方晶胞包含十六个原子。如果我們 
把同样的原子放在等效的格痤上，那末我們就会 发現: 这个超格子 
相当于成分为』 及％ 的三元合金，其原子位置为： 

44 (0 ; 0, 0) ? (0,舍， 

45 ( 1 ， 1， 吾 )，( 0 , °, 香 0 ) 

①自然，这幷不竞味者 ：我們 所写出的函瘁0庹正表示一个实际晶体中密度的 
改变。在 a 37.4) 式中，重要的只是它的对称性 。 

© 或者是在 h = l 3, l 2=^ 时具有拽小値。 但是 函數幼=叫2具有与相同 
的対称:其差別只在丁把庳点移动一个格矢， 
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an f 1 1 1 \ f 3 3 3 \ f 1 3 3 

祀 U f v v> U T t> 

这里 所烚出的坐标是以新立方晶胞的棱长为单 位的，亦即 二倍于 
原来的单位(参看图 63 a )®。 如果 B 原子和 C 原子恒等，就得到耝 
成为的有序晶格。 


( A ) ( b ) 

图63 

另一方面，如果 C 2 >0, 那末中在 w = y |= j 时具有极小値 Q 

于是8户或所产生的結果相同)。这个 

菡数的对称颶干与前一种情形具有同样面心布喇菲格子的晶类 
< h , 但是只有两套等效的格座，它們可以分別由两种原子 J 和召 
所占据： 

84 ( 。， 0,。)，(+，+，+)， (H » ( 。， | ，舍。） 

8B (I- b i) (t t f) (t- t f ( 0 , 0 , l°) 

(参看图 636 ) a 

( d ) 对应子这些 f 矢量的函 数是： 

、 

①这就是所謂郝斯勒 CHeussleO 合金的結构 a 图的(?和&中所示的結构 fi 于 
不同的空 間群： Og 和0“ 
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91 = cos 7 r{^ — z) y 5)3 = 006 ir(x~f/)i 95 — cos 7 r{x — z)^ 

92 — go 9 ^r(.^ + 3 ?) j 94 = cos ir{cs-¥y) f cos 

它們具有所要求的对称 r) 2 „ 由这呰商数可以构成一个三次不变 
式和四个四次不变式，因此展开式 （1 站. 6) 所取的形 式为： 

^>^ 0 ^-Aif^By} ；i (y 1 y s yr o -y 2 y ：i y ii -^y 1 y i y ii -hy ；i y i y & )-\- 

+ CiV +^ 2 V ( , > , i + , y 5+73+7 Hr 5+ y |) + 

+^ 3 V(7?ri+y?7?+rIri). (137.7) 

由于立方項的 m 現，第二类相变在这种情形中是不可能的。要討 
論孤立的連續相变点存在的可能性及其性质，需要硏究菡数中在 
共极小値附近的行为;我們在这里不再继績討論这个問題。 

于是我們 看到： 热力学理論在这个例子中对订能的第二类相 
变給出了非常严格的 限制： 它們只能以形成三种超格子的方式 
存在。 

値#注意的是下述 情况： 在情形⑷中（假設 c a <o ) T 在热力 
学势 (137. 6) 中山現两个#最，而与密度分布的实际改变 Sp=^i 
相对应的只是一个参量。这掲示出我們所提出的理論的一个重要 
特征: 在討論晶格在第二类相变中的某一特定的改变时，可能还必 
須考虑其它可能的“虛”改变。 

§ 138 . 連纊相变的瞄界点和孤立点 

，在尸， T 平面中，第二类相变曲綫所分隔开来的是不同对称的 
两相，所以它不能直截在某一点終止。但是它可以在某一点轉变 
为第一类相变 a 这样的点可以称为第二类相变的临 界点； 它在某 

一 h—■ ■ ■ ■ ■ 1 I. ■■■— 1 j~h 

种意义下是同通常的临界点相似的。 

要硏究这样的点，我們仍旧用中按 々的 幂次的展开式 
(135. 4—5)，但是現在我們必缜在其中保留更高次 的項： 
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在第二类相变曲綫上， ^-0,C>0 o 反之，滿足这两个条件的点显 
然也就是第二类相变点 9 因此在第二类相变曲綫終止的临界点， 
必然有 C = 0。 但是在这种情形中，临界点本身幷不对应于稳定状 
态，除非还有乃二0, 00的条件。由于对称的緣故，这只有当 
恒等于0时才是可能的 ©, 因为否則在蛀界点对于 F 和: T 这两个 
未知数就会有三个方程忒。因此我們有展开式 
山 ( P ， T ， v ) =^< i > o ( P , T)-h A ( P , T )^+0( P , T ) rf ^ rQ ( P , T ) v % 

(138,1) 

式中在 ffi 界点 

A^O, 0 6 = 0, 0^0, (138.2) 

在对称較低的一相中，和|>0这两个条件給 111 

/ = ▲[- <7 +\/C 2 -3AGy ) (138. 3) 

如果忽略掉5的較高次幂，对于这一相的熵我 們有： 

S=jS g — arf — — C Ya - ZAG, (IBS. 4) 


其中因此比热为： 

C P -^~ j , (138. 5) 

2(0 - 3⑽音 

式中我們只写出分母在临界点变成0的項。 

我們引入一个溫度 Td Q (P), 在这个溫度， 0-3 沉^0。当 
P 二4时，？^显然与重合(仏, 7^为临界点的压强和溫度)。把 
(7 2 —3邪按 : P - To 的幂次展开，子是第一項为 

O 2 - ^AG - - 3 a ^ G 0 (T - T 0 ). {138. 6) 

在 临界点 附近， T 技⑻ 一 T q ( P ) 之差是一个第二級的小量;这是因 


①用 §5136— ] 37的理論来說 7 达个条件相与于諸暈的五次不变式不存往, 
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为，在？ ^时 我們有 = 因而 

当1^=%时,它按照 c 平方的方式趋向于 t 
把 （138, 幻代入 （138. 5)，我們得到 

r ^(TK\i 1 
p \i2G^j 

(这个公式中的系数可以取在？ V 的値来代替在 To 的値，而保持同 
样的精确度）。于是我們看到：在临界点，对称較低一相的比热按 

(%-巧4的方式趋向于无限大。 

对于正在第二类相变曲綫上的諸状态，把2 = 0代入 (13 S .5) 
〈或把 （138. 7) 代入 （138. 5)), 我們 就有： 

° p ' - (1 S 8. 9) 

因为 C 在临界点变成0, 所 以它在邻区內正比于[:或 P — 
—以 

現在我們来确定对称較低的一相在笕一类相变曲綫上的比 
热,但是仍旧是在临界点附近。在第一类相变中，状态的变化是不 
連績的，幷且两相的平衡条件是 :它們 的热力势应当相等。因此在 
对称較低的一相，”的値决定于条件 . 

中 0)) =< E >0, 

幷且同时必須有^ = 0的条件 Q 由 （138.1) 代入这两个条件，我們 
求出方程式 

A-hCrf-hGTj^Oy A-h2Cyf^ZG7] 4 ^0 t 

消去冼 

盖， (138.10} 


(138. 7) 


(138, 8) 
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把这个値代入原来两个方程式之一，我們 求出： 

4 A 0 = CK ( 138 . 11) 

这个方程式所确定的是尸沿着第一类相变曲綫作 为士的 菡数。 

直截把 （138.11) 代入 (138. 5), 就得到对称較低的一相沿着这 
条曲綫的 比热： 


(以= (138. 12) 

与（138, 9) 式进行比較,就可以看出：在第一类相变曲綫上，比热比 
在第二类相变曲綫上距离临界点同样远处的値大一倍。 

在第一类相变曲綫上从对称較低一扣轉变到对称較髙一相的 
潜 热是： 


^~ T ^( Sq — S ) ~ 
可以 看到： 乘积 


级③ te I " 1 

—2 仏 


( i 3 a 13) 


依賴于与 (138. 8) 式相同的系数。 

最后，我們来 证明： 第一类相变曲綫与第二类相变曲綫联結之 
处不发生扭折，也就是說，微商 g 在临界点是連績的 & 在第二类 

相变曲綫上，我 們有』 ( p ， y )= o , 因此 IP 可以山 条件似 =0求 
出。另一方面，在第一类相变曲綫上,#决定于条件 

2GdA+2AdG-CdC^0, 

这个条件是把 (13S. 11) 进行微分而得到的。但是在临界点』二0, 
C^O, 因此 我們看 到：这两个条件在临界点是恒等的，这就 i 正明了 
我們所作的論断。用同样的方式可以证明：二阶微商^在临界 
点是有一个跃变的。 
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随着％ 的变成无限大，根据公式 （135.1 L )， 微商和 

也变成无限大^至于 g 和 ( n 这两个量則在临界点只 
經历有限的跃变。 ^ 

現在我們簡短地来討論一下两种物质的混合物的第二类相 
变。可以证明％在这样一点附近的 相图所 具有的形状如图科所 


r 示(橫坐标表示混合物的濃度 A 纵坐 

标表示溫度）。和尤6是第一类相 
变曲綫,是第二类相变曲綫。阴影 
区域 aKb 是两相幷存的区域，在这两 
相中， I 相是对称較低的一相，2相是 
1 对称較髙的一相。 冗点是 临界点，曲 
綫以連續的方式轉变为 Xc 。 可 
以 证明： 混合物的此热在临界点只經历冇限的跃变^ 

最后，我們来討論热力势展开式中的三次項不恒等于0的情 
形。在这种情形中，存在着連續相变点的条件是 I 在展开式 （136. 6) 
中,除了要求系数 A(P,T) 变成0而外，还耍求各三次不变式的系 
数札 ( P ， T ) 也都变成 0。 显然，这只有在只有一个三次不变式时才 
有可能；否則对子尸和^两 个未知 数我們 就佘#到两个 J &1 上的方 



程式' 在只有一个三次不变式存在时， A(P, T) ^ 0 mB(F,T) ^0 
这两个方程式就确定出一对一对相应的尸， y 値，也就是說，連績 
相变发生在一些孤立的点 上③。 


① 参看 L—D_Landau ZfL Sowjet t 11,26(1937), 

③大槪总是可以证明（虽然我們还沒有 能堪以 丧遍形式;来做到这一点）达样一 
个 定理: 掇据达个定理，【对于空 問群的 不可約表象来讲次不变式根本不可能比一 
个更弟 

j 

<S> 有充分根据可以推澜：对于液体和固态晶体之間的相变来讲 7 即使是这种孤 
立的連縝相变点也是不可能的。 
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由于这些点是孤立点，所以它們必然以一定的方式处于第一 
类相变(在 p , t 平面中的）曲綫的交点上。前面已經 提过: 这种孤 
立的迚續相变点在灾驗上还不曾观測到，因此我們在这里不作詳 
細的討論，而只指出一些結果 

最簡单的类型如图 65 ci 所示。 I 相具有較高的对称， ff 相和 
M 和具有較低的对称；同时， B 相和 J 0 相的对称相同，所不同的只 
是两相的 n 的正、負号。在連 M 相变点(囹65中的0点)，所有三 
相都变成恒等的。 



在更复杂的情形中，有两条(例如图 G 56 中的情形）或更多的 
第一类相变曲綫在連頟相变点相切。〖相是最对称的相，其佘是 
对称較低的相；相和 I 相（以及相和 F 相)的对称相同 ，所不 
同的也只是两相的 T 的正、負号。 


习 a 

試求在溶液的第二类相变中，比热的眹变和溶解热的跃变之間的关系 

叫，1950)*。 

解毎一溶质分子的溶解热定义为： 


式中是溶液的焓， W 是毎一純溶质粒子的焓。因为4与溶硖中的桕变 
①关子祥細的討齒，畚看 T 」. D . Tjundim 上彳|文献， 

* I? 者注：； Bi H, Rcfcn ⑶: h ， l;_ I\ JwapeB ， E. M- 叫， 20, 748 


(難)。 
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无关，所以 


Ag 


dW 


4(® - 1 r 


a 吻 
3ndT 




(在这里我們应用了这一亊 实:在 相变过程中，化学势 / = ^ 是連椟的)。另 


一方面,如果我們沿着相变曲綫 T s = r fc ( c ) (在恒压下）把方程式 = 


= 0 (熵的連績性)进行微分，我們就求出 


dT 3 2 0 5 2 0 

d^ &L ~3T^^ A dndT 



因此所求的关系式为 


NAq — 


AC P dT 


注茸：在这里沒有对溶液的濃度 c 作任何蜈設。 
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§ m 表面張力 


到現在为止，我們一直忽略掉由千不同物体之間存在着分界 
面面引起的效应①。闪为随着物体大小（粒子数）的增加，表面效 
应的增加要此体积效应的增加慢得多，所以在只硏究物体的体积 
性质的时候，忽略掉表面效应是完全可以成立的。但是，有一系列 
現象却直接与分界面的性质有关。 

分界面的热力学性质完全由一个量（物体状态的函数）来表 
征，这个量由下述方式来定义 & 我們用§来表示分界面的面积，幷 
考虑这个面积改变一个无限小量必的可逆变化过程。在这个过 

程中所耗費的功显然芷比于必，也就是說,可以写成形式 

dE^adA (139.1) 

这样定义的 a 这个量就是分界面的基本特性，称为表商張力系数。 
公式 (139. 1) 与物体体积可逆变化过 轾时所 作的功的公式 
完全对应。因此可 以說： a 对于表面所起的作用正如 
压强对于体积所起的作用一样 & 特別是，很容易 证明： 作用到分界 
面任何区域的边界圍綫单位长度上的力，其数量就等于 A 而方向 
是沿着圍綫的內法綫与表面相切= 

a 是一个正畺就是指的这种情形。实际上它一定总是正的， 
这可以用下列方式直接证明 P 假如 a < cO , 那末作用到表面的边界 
圍綫上的力，其方向就会沿着圍綫的外法綫，亦即势必会把表面 

①实陡上，相互接鲼的两相是被一层很薄的过波层分捅开来的；因为我們不討 
晡它的結构，所以可以把它看成是一个几何表商。 
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“拉”开来；換句話說，两相間的分界面势必会无限制地增长,亦即 
相根本不会存在，因为它們会混合起来。反之，当《>0时，分界面 
的面积势必取最小可能（在两相的給定体积 F ) 値。因此举例来 
說，如果一个各向同性相被浸到另一相中去，那末它所取的形状就 
是球状（当然，我們在这里忽略了外場——重力場一的作用）。 

現在我們比較詳細地来考，虑同一純物质的两个各向同性 
相一液体和蒸气——之間的分界面。首先应肖指出下述 情况。 
只有当两相处于相互芊衡、幷且在它們之間有一稳定的分界面时, 
才能談到 a 这个量。換句話說，表面張力系数只有在相平衡曲綫 
上才有意义^但是沿着这条（对于純物质的两相的）曲綫， 尸和 r 
是由一定的函数关系眹系起来的。因此 a 不是两个自变量的函数, 
而只是一个自变量的函数。 

在临界点，液相和气相变为恒等，它們之間的分界面不再存 
在，因而 a 必然变成0。 a 趋向于0 所遵循 的規律到現在尙未发 
現①。 

可以把对应态定律 (§82) 定性地应用于液体及其蒸气之問 
的表面張力問題上 e 由临界溫度和压强可以构成一个最綱为 
尔格/厘米 a 的量，根据对应态定律的精神，可以預 料到： a 与这个 
fi 的无虽辋此値将是对比溫度^■的一个普适 函数： 

q _ 


W (139 ' 2) 


在不#虑表面效应的情形下，由（同一物质的)两相所构成的 


①逋常所证明的規律是根据热力学理諭择出的定律，它的推 
导的甚础是考虑在两相問的过® M 中物质密度的变化进程，而沒 有考虑 在层中各个小 
区域內物质的起伏位移 3 伹是 在临界 点附近，可以 证明： 这些起伏（比起层的厚度来) 
是很火的，因而推导上述定律所根据的过波层結构的图商就完全失去意义了 





表面張力 


573 


系統，当整个系統的体积給定为 F 时，其热力学恒等式具有形式 
dE^TdS 七 fJidN (在平衡状态，两相的溫度 T 和化学势扣都各相 
等，正因为这样，所以才可能对整个系統立刻写出这个恒等式 
但是当考虑到分3面的存在时，显然还必須把 （139.1) 式加到这个 
恒等式的右边： 

d£!^TdS + ^ iA '}- a 疏 (139. 3) 

但是作为基本热力学量， E 方便的不是选擇能量，而是选擇热 
力势 A 这个量是相对于 S 变量 A p (以及体积 7) 的热力势。在 

P 

这里所給定的情形下，其所以用这个最比較方便，是由 于？ 1 和 M 这 
两个量在两相中具冇相间値的緣故（至于压强則在考虑表面效应 
以后一般来讲是不一致的一参看§141)。对于 n 来讲，热力学 

恒等式(仍旧是在7=常数下）是 

dn-= -SdT-^dfj.-had^ (139. 4) 

我們所考虑的系統的热力学量（例如马 n, S 等等)可以表示 
成两部分一“体积的”和“表面的”——之和。但是这样的划分幷 
不是唯一的，因为每一相中粒子数的确定只能精确到两相之問过 
渡层中粒子数的数置級；对于每一相的体积来讲，怙况是相同的。 
但是这种不确定程度正好与我們所威兴趣的表面效应同数量級。 
为了要使得这种划分成为唯一的,可以让它遵从下述的、自然的条 
件 :两相 的体积是达样来决定的:除了等式(式 
中 F 是系統的总体积)以外，还有一个等式 成立： 

n 1 V 1 +n^V^ = N, 

式中 W 是系統中的粒子总数，而 f) 和 «a 2 1 )是每 
一相（当作沒有边界的来考虑）中粒子数的体积密度 P 
这两个等式确定了体积(以及粒子数 = 

的选擇，从而也就确定了所冇共它热力学量体积部分的 
値。我們把体积部分用角标0来指示，而表面部分用角标 s 来指 




S 74_ 筑十五章表面 _ 

示;对于粒子数来說，根据我們在上面所采取的定义， N s - 0 o 
由 （139. 4)，在恒定的 T 和户下（因而也就是在恒定的 a 下)， 
我們有 游； 所以显然 Ji s = a g 。 因此 

(139.5) 

因为熵汉/所以它的表面部分为① 

心-普 一 备盖， (139. 6) 

其次,我 W 来求表面自由能；因为 F=n + A > ，而 」 V S =0, 所以 

F s = a 备. (139, 7) 

表面能为 

N a ^ F s -^ m ^ a-T D 良 (1 S 9.8) 

在表面积从^变到^的可逆等溫变化过程中，所吸收的热最 

等于 

m 

(?- n ^-^ si ) = (139. 9) 

在这个过程中，热量 Q 和功之和等于能量的改 
变 这正是应当如此的。 


习 m 

試求液态氦的表面張力在低姐下的溫度依賴关系 (K.R* Atkins, 1953) 。 

①系数 a 是仅仅一个自变籃的 函数； 对子达样的函取来說，对^和对 r 的偏微 
商这种现念本身是沒有意义的，但是因为我們遐設了 

仏 =_ (普)疒 0 ， 

所以我們可以形式地令=0;显然，在这些条伴下，成立 


争 ( 象 )/ 

这正是我們在表面熵的表达式 （1S9. 6) 中所利用的。 
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rm 晶体的犮面張力 

解我們用(社, 1) 式來計算自由能的表面部分巧=叫在該式 中，％ 諸 
頻率現在应3理解为液体表面的振动頻率0在二維的情形中，乘又一个因 

子 〆 ，就把求和变換成积分。进行分部积分以后，我們求出 

C = 300+ j 1 n fdf = SOfl — - 

(叫 为在 : T = 0 肘的表面張力）。在足够低的溫度下，只有低頻的諸振动是重 
要的，达些振动相当于小的 /( 拴陂)。但是这样的拴眩就是流体力学的毛 
細眩对于这神眩， 

(户是液体的密度)。因跆 

a = tt0 UL :: 矣: 1 . 

因为积分收钕得很快，所以允許我們把上限換成 w 。 积分可以用第204頁上 
的底注所铪出的方法求出，子是最后我們得到 

— -：⑸ 奶 喂>(!) =— 誓(全 r 

§ 140 ,晶体的表面張力 

各向异性体——晶体® —在它的不同的界面上有不同的表 
面張力％可 以說： 表面張力是界面方向（即它的密勒指数）的函数。 
这个函数具有相当特殊的性质。 一 方面，如果两个晶面具有任意 
接近的方向，那末它們的 a 値之差也任意地小，亦即表面張力可以 
表示为界面方向的連續齒数。但是另一方面，又可以证明：这个函 

① 参看车敎厓第六卷“流体力学”， &6U 达里的推导 A 边用子液态 He% 

只适用于溫度低到整个液体都可以认为是超涞体的情形。在費密液体（故态 He 3 ) 中， 

, 

这种类型的毛細狹是不存在的，这是因为粘滞性随着而无限增加的躲故 B 

② 我們所考虑的足品体同气体或液体的边界上的表而張力。 

应当疰意：到现在为止，还不知道彺何一种晶体的表面掁力的可靠实驗測量数据； 
对它进行測盘的困难原因在于：表面張力对固体中所发生的現象影响很 
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数在任何一点都沒有确定的微商。例如，如果我們考虑相交于同 
一直綫的一族晶面（設 P 为圍繞这根茛綫的旋轉角，幷由它来确定 
晶面的方向），那末我們就会 发現： 函数 a = 对于每一个9値 
具有两个不同的 微商： 在 1 ?增加的方向与在 P 戚小的方向不同①。 

^ 假定我們已經知道表面張力作为界而方向的函数。于是就发 

生这样的問題 ：怎样 借助于这个菡数来确定晶体的芋衡 外形; 应当 
强調 一下： 在通常条件下所观察到的外形决定子晶体的生长条件, 
因而絕不是平衡外形 a 平衡外形决定于热力势 n 为极小値的条件 
(在給定的 T , M 和晶体体积 F 之下），或者决定于它的表面部分 

J 

极小値的条件，結杲也一样 ^ n 的表面部分等于 

£ J S — adB , 

其中积分遍及晶体的螫个表面（对于各向同性的物体来讲，€£ =常 

数， n = ctS ， 因而平衡外形直截决定于总面积3为极小値的条件， 

亦即平衡外形是一个球 h 

設3=0是晶体表面的方程式，我們引入符号 

_dz ds 

p 1, 

这两个微商确定表面在它毎一点的方向； Ct 可以表示为它們的函 
数 形式 ： （X = a ( p ， g ) s 平衡外形决定于条件 

| a ( p , + 极小値， (140. 1) 

同时有附加条件 

= 常数 （14( X 2) 

①关子祥細的討論典看 J. 及 . JfaH^ay， “0 paBHOBeoiroii (&opxe i;pacta- 
jjob” ， C 6 opnm noce^emuu ?G—JKmwo aicad t A^.Eo00e,(K2^. AH 

CCC ^ IOSO ), 


140, 晶体的表面脹力 
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(体积为常数）。这个变分問題导致微分方程 

人， (140, 3) 

dx 9p 9y 9q 

式中引入了符号 

f(py q) =a(p } q)V I (140. 4) 

而入，常数 a ' 

其次，根据定义，我們有 A =^办+ ㈣ V ; 引入輔助函数 

十似 一 z f (140, 5) 

我們有祝却 ， flp 


C-'p 


y ^q 


{140, 6) 


在这里£被看成是和？的阐数。把 〈14 a 3) 中相对于 T 和 V 的微 
商改写成雅科俾式的形式,把該式坷边乘以幷利用 (14 a S ) 
式，我們就得到方程式 ? 


Vgf 9 C 

这个方程式的积分为 




%) 


|) 


w _ 9 X — x ^ 

3( P ，？） 一 a 






( 4 ^( 


但是这个方程式幷不是別的，而就是 


px-\-qy — z ^^-a(p 7 q)\/ l + p G + 5^ 


(140, 7) 


(140.3) 


这一族平面的包迹面(式中菸？起着参量的作用）。 

上面所得到的結果，可以用下述几何作图的形式来表述。在 
自坐标原点引出的每一楫矢徑上,我們都截下一段綫段，其长度正 
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比于其中巧 g 决定矢徑的方向①^通过每一个达种綫段 
的頂端作一与該綫段垂直的平面；这些平面的包迹就給出晶体的 
外形。这个定則称 为烏洱 夫定則 (a V . Wulf , 1901广。 

可以证明（参看第576頁上所引文 献)： 由于在这一节开始时 
所提到的函数 a 的特殊性质,由这个定則所确定的晶体平衡外形, 
包含一系列相当于密勒指数不大的晶面的平面面积。这些平面面 
积的大小随着密勒指数的增加而迅速减小。这必然使得晶体的平 
衡外形实际上只由为数不多的一些芊面面积所构成，但是它們幷 
不以显著的角度相交，而是由弯曲的表面联結起来。 

■ 

§ 141. 表面压强 

相互接触的两相的压强应当相等，我們在論证这个条件的时 
候 （§ 77)，其根据是令两相彼此作用的力在整个接触表面上都相 
等。但是，在这种情形下也像其它情形一样，是完全忽略掉表面效 
应的。然而很明显，如果两相的分界面不是平面，那末当它位移 
时，一般来讲，它的面积就会发生变化，因而能 a 也发生变化 & 換 
句話說，两相之間如果有弯曲的分界面存在,就会导致附加力的出 
現，这种附加力与这个分界面的性质有关。結果两相的压强就会 
彼此不相等;它們之差称为骞阐 ffi 鞞。 

因此,相平衡条件現在只荽求它們的溫度相等和化学势相等。 
由于这个緣故，在計算表面压强时，所必須考虑的量自然就‘相对 
于这两个变量的热力势，即热力势 II 。 

我們来考虑各向同性的两相（两种液体或液体和蒸气)，幷設 
它們的压强和体积各为朽，6和巧,7 3 。于是整个系統的热力势 
的体积部分等于仏=—因为毎一相的 n 各等于 

6 矢捶的 三个方 向余弦 各正比于凡 色一 U 
* 驛 者注： G . V , Wulf , Z . 449 C 1901). 


备 141. 表面压银 
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-戶％和一 A 7 3 。 以此代入 (139. 5), 我們得到: 


XI = — jfVT 1 ~ 乃"^2+ （141. 1) 
在热力学芊衡状态，在恒定的溫度1化学势和体积 (R + K) 
下，系統的热力势 n 相对于分界面的_移来說应当具有极小 ft 換 
句話說，在附加条件 

5 1 -常数，常数，匕+^^^常数 
之下， dn 应当=0。 

微分 dn 可以由 （141.1) 式求出。这时应当考 虑到： 朽和 a 
是彼此处于平衡的两相的压强；它們滿足方程式 a ( a , T) = 
- ^ (P 3 , T ) -^ 其中 M 为两相化学势的共同値。因此 Pi 和 
可以看成是 y 和户的函数。但是我們所耍求的是 ri 在恒定的^和 
户下为极小値的条件；因而，在把 n 进行微分时， 八，巧以及 ct 都 
应当认为是常数。因此我們求出 

dS 2 = — FtdV ^ — P ^ dV 2 -F 

式中 dF a 和拍各为相应的各置在表面作无限小位移时的改 
变。 M 为总体积应当为常数，即所以 

dn= -dFi(P t -P 2 )+ad5 = 0, 

即 

^- P a = aJ - ( (141.2) 

在微分几何中可以 证明： 微商 

U _u 丄 
dV t ~ T ^ r ty 

I 

式中 r 和 〆 是分界面在它的給定一点的主曲率半徑 （ r 和 〆 在这 
个公式中是以指向第一相內部为正的) 3 把这个式子代入 (141, 2)， 
我們就求出： 

(141.3) 
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这个公式(称为拉普拉斯公式 > 所确定的是在两相之藺分界面的任 
何一点上两相中的压强之差。在分界面为平面的情形下 （ r 和/ 
无限大)，两相中的压强相等。 ' 

如果第一相是浸在第二相中的一个球体(蒸气中的液滴或液 
体中的气泡)，那末分界面就是一个球面，因而它的两个主曲率半 
徑相等，幷且在所有各点都具有相同値（等于球的半徑 r )^ 于是 
公式 (14 L 3) 具有形式 


Pi - P a = ^. (141.4) 

这个公式也可以直接从 (141. 2) 推导出来，只要考 虑到： 在达 
神情况下，^ = 47 rr 2 , 7 — 因而必= & rrr 办 t 狀= 47 rr a dr ， 

因此 ^ 

d% 2 

dV r' 

上面所得到的达些公式都只确定两相中的压强之差；現在我 
們来分別計算每一相中的压强。假如两相之 W 的分界面是平面，: 
那末两相的压强就会彼此胡等。我們用 Pc 来代表它們在这种情 
形（在給定溫度下）的共同値，幷且引入^^=朽一 P 。 和幻" 3 = 
=^ P a - A 达两个最，即两相的压强由于分界面弯曲而引起的改 
变。 

設叫和 叫为两 相的化学势。因为两相彼‘处于平衡，所以 
在分界面的任何形状下都有 h = 把这个等式在恒定溫度下 
相对于表面曲率进行微分，我們求出： 

v ^ P ± — v a 3 P a - 0 (141. 5} 

(參看 (24. 12))。在这里压强的改变 aPi * SP s 假定为很小（由于 
表面效应不大，这是成立的)； h 和内是第一相和第二相的分子 
体积。我們来考虑分界面为球面(第一相为球状)的情形，利用公 
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式 (14L 4)，我們把它改写成形式 

■ 

由上面得到的两个方程式，我們确定出奶和&^ 备为： 

5P 1 = — —奶=苎 一 ^ 1 — • {141. 6) 

r v 2 -^i r 

对于蒸气中的液滴，我們有：把蒸气看成是理想气体， 
我們就得出它的分子体积为 菩， 因面結果由 （141. 6) 
得到： 

的寺 gp^-^p 0 (141. 7) 

(为了明显起見，我們把角标写成“液”和‘‘气’’以代替1和2〕。由此 
可見，液滴上的蒸气压随着液滴半徑的增加而降低，而趋向于它在 
平面的液体表面上的値。 

类似地，对于液体中的气泡，也可以求出与 (14L 7) 相同的結 
果,所不同的只是符号相反 & 

r 

S 142, 溶液的表面張力 

現在我們来考虑液态溶液和气相(任何气体及其在液体中的 
溶液、溶液及其蒸气等等)之間的分界面。 

像在 S 139中一样， 我們# 所考虑的系統的所有热力学量都 
划分为体积部分和表面部分；划分的方法由溶剂的体积和粒子数 
的条件和汉来决定。換句話說，系統的整 
个体积 F 全部划分到两相中去，因此，把 h 和 R 各乘以相应的溶 
剂粒子数的体积密度后，它們之和就正好等于系統中的溶剂粒子 
总数汉。因此根据这个定义，表面部分及 3 -=0。 

像其它的量一样，被溶质的粒子数也可以表承成两部分之和 
的 形式： 可 以說：抑就 好像是被溶质在体积仏和7】 
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中的含量，而 它在这 两个体积中各以恒定的濃度（等于相应的溶液 

4 

的体积狻度）分布。这样来定义的粒子数 如可能 大于、也可能小 
于被溶质粒子的实际总数…如果那末这就意味 
着： 被溶质以較髙的漉度积累在表两层中（称为正吸附)。如果 
%<0,那末这就意 味着： 被溶质在表面层中的滇度低于体积濃度 
(称为負吸附)。 

^溶液的表面張力系数已不再是一个自变摄的菡数，而是两个 

I 

自变量的菡数。因为热力势 n 相对于化学势的微商（取相反符号） 
給出相应的粒子数，所以把 W 相对于被溶质的化学势 〆 进 
行微分,就可以得到 

一 0 一傲. (142.1) 

我們假設：气相的压强是如此之小，以致于它对液相性质的影 
响可以忽略不計。公式 （142.1) 中 a 的微商原来应当在給定溫度 
下沿着相芊衡曲綫来取,这样一来，就可以用在恒定(等于0的)压 
强(和恒定的 r ) 下取的微商来代替。把 a 考虑为溫度和浍液濃度 
c 的函数,就可以把 （142. 1) 式写成形式 

…傲觀， ⑽. 2 ) 

I 

伹是楫据热力学不等式 (95. 7)，微商总是正的。因此由 


①系敢 a 現在是两个自变蓋(例如^和 r ) 的函款；而微商应当在 r 和溶剂 
的化学势#都为恒定的条件下来取。伹是我們所采用的条 件是： 

这意味着 ：我們 可以形式地令^ =0 T 因此就有可能写成等式 (142.1) 〔銮看 
第574裒上的底注〕 3 
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(142. 2) 得出： 〜和具有相反的符号。这意味着：如果被溶 

质的作用是提高表面張力 （ a 随着溶液濃度的增加而增長)，那末 
它就被負吸附。而降低表面張力的物质則被正吸附。 

如果溶液很弱，那末被溶质的化学势具有 〆 二+ 
+ 4( P ， : T ) 的形式(参看 (85. 6))，把这个式子代入 (142. 2)，我們求 
出： 

— — § 


da 


kT\dc 


(142.3) 


对千(压强为户的)气体吸附到液体表面上的情形，可以得到类似 
的公式(根据 (8S. 3)): 



042- 4) 


如果不仅溶液很弱，而丑来自溶液的吸附也很弱,那末可以把 
a 按照 c 的幂次展开成級数，而近似地 写成： 

a = a Q -\- aiC 7 

式中丸 是在純溶剂两相的分界面上的表面張力。于是由 （142.3) 
我們 求出： 

n,hT 


因此 



(142 - 5) 


可以注 意到: 这个公式与滲透压的范托夫公式在形式上相似(表面 
积在这里起着体积的作 用〉。 


§143. 强电解质溶液的表面張力 


液体中由于榕解了强电解质而引起表面張力的变化，这个問 
題在弱溶液的情形可以以膂遍的形式来解决 Samaras^ 
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麵广。 

我們用 u^Or) 来代表一个0类离子当它与表面的距离为#时 
由于表面的存在而引起的附加能量（当;时，趋向于 
0)。在表面附近的离子濃度不同于溶液体积內的离子濃度 c a ，前 
者等于后者乘一因子 




Wa 




因此表面对液体中这种离子总数的貴献为 




vkT 




(143.1) 


0 


b 是溶剂的分子体积)。 

在有几种被溶质粒子同时存在时， (142. 1) 式以 

a 

的形式出現;对于稀溶液来說， 工迚 In c a + xf ^ a , 因此 

a 

把 (i43+l) 代入上式,我們得到 


(143. 2) 


(143. 3) 




da ^ 一 

V a 0 


(14a 4) 


由进一步的硏究可以看出，上式中备积分的主要貢献来自此 

■ 

分子閧距离大得多、而此德拜-体克耳半徑I小得多的 r 距离。 


能量由两部分 构成： 

夸切 ㈣ • ⑽ + 5) 

第一項所代表的能量是由作用 到电荷 eh 上的 所爾“ 像力”所引起 


-irez a <p(x). 


(143.5) 


* 择者注： L. Onssigftr, Nh T. 8amaia^j /, Ck^m~ PA 辟 ■ ， 2,523C19S4), 



的(这个电荷被放在介电常数为 S 的媒质中，与媒质表面的距离为 
疋)。由于成立不等式电荷 e 知周圍离子云的屛蔽作用不 

fC 

影晌这个能量。在第二項中， ？>($) 代表溶液中其它离子所产生的 
势場由于表商的存在而发生的改变^但是这一項貢献对于現在的 

B 的来讲幷不重要，因为溶液是电性中和的〜〜=0,因而 

所以当我們把 (143.5) 代入 (143. 4) 时，这一項都抵 

“掉了。 

因此,如果我們把 (143. 5) 代入 (143. 4>,幷进行积分,就 求出： 

积分在上、下限按对数規律发散，这就证实了上述关于积分范圍的 
論述。我們在这里取作积分上限的自然是屛蔽半徑取作积分下 

限的是一个数量級为原子綫度的距离〜（对于不同类型的离子有 

I 

不同的値乂如果我們記得：《 2 正此于乏>2〜（参看(74.8〕），那 


末我們就看到:我們所得到的这个式子是一个全微分,因而可以直 
截进行积分，其結 果为： ^ 




8e(_a + l)tJ 


^Cgzl In 


Kzl 


a 


s ㈣ 

b 


(143,6) 


其中％是純溶剂的表面張力， X 。是无量辆常数。 

这就是我們在这一节幵始.时所提出的問題的解答。我們看 
到:溶入电解质以后,表面張力增加 & 


S 144* 吸附 


吸附这个名詞的狹义理解是指这种情形 ：被溶质差不多完全 
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■ ■ ■ 、…―…… --- - - - -- ■ - - ■、一 . - 1 ■ 

只积聚在凝聚相(吸附剂)的 表面％ 而几乎不穿透到它的体积內 
部去。达样形成的“吸附膜”可以用一个 W 表面溴度” 7来表征，它 

的定义是单位表面积上被吸附物质的粒子数。如果吸附是从压强 

I 

很小的气体发生的,那末漠度 y 应当与旺强成正比气 ？ 当压强很 
大时，7 的上升 变慢，而趋向于一个极限値，这相当于形成一层所 
謂单分子膜，被吸附物质的分子很稠密地分布在上面 & 

設 〆 是披吸附物质的化学势。用 g 95中对于体积溶液所用 
过的同样方法，对子吸附我們可以得到热力学不等式 



(144. 1) 


这与不等式 (95. 7) 完全类似。另一方面，由 （142.1) 我 們有: 



(144. 2) 


由于不等式 (144 1)，由此 得出: 


(务)， 0 ， （1 ㈣ 

即表面張力随着表面濃度的增加而降低。 


我們 假設： 吸附是从被吸附物质的饱和蒸气发生的。这样的 
蒸气（在給定的溫度下）具有完全确定的化学势値，等于这种物质 
液相的化学势濃度 7 应当这样来 确定: 以使得吸附膜的化学 
势 〆 就等于这个的値。这时可能有两种情形。一种情形是: 
在濃度7达到某个有限値时， 〆 就达到与〜相等，因此这时所形 
成的吸附膜与非飽和蒸气吸附所形成的吸附膜同一类型^另一种 
情 形是： 户*是吸附膜的化学势 〆 的极限值， 〆 单調地上升，只有 
当 7— 沈 的极限时 〆 才能达到/在物理上这意 味着： 在吸附剂 


①为了确定起見，我們所考虑的是从气相发生的吸附。 

@但是这个規則对 f 在固体表面上的吸附实际上幷不滿足，因为亊实上这个表 
面总是有一些不均勻的。 
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表面上必然形成宏观厚度的一层液态被吸附物质，以致于飽和蒸 

I 

气同它0己的液相直接接触^ 这神情 形相当于所謂完全撋湿的情 
形：被吸附物质完全潤湿了吸附剂的表面。 

为了形成吸附膜所必須做的极小功，等于热力勢 n 的相应的 
改变： ^ ， 


= (144.4) 

式中％是純淨表面上的表面張力，由此我們根据 (89. 4) 求出吸 
附热 


(备〒°)/ (144. 5) 

吸附膜可以看成是一种特殊的“二維”热力学系統，它可以是 
各向同性的，也可以是各向导性的，虽則体积的两相是各向同性 
的①。因此就发座薄膜有哪些可能对称类型的問題。 

假如也像通常的固态晶体一样而有“0晶态的”薄膜，那末在 
这神薄膜中，原子就会規則地排列在一个二維(平面）晶格的格点 
上。这种位形也就可以用一个二維“密度®数” 来描述 ( 参 

I 

看§125)。但是，如果用类似于§ 125中对三維情形所进行的硏 

究来硏究这种情瑢，就会 发現： 这样的晶格是不可能存在的，因为 
由于热起伏的緣故，它一定会“散布”开来（因此唯一的可能性是 
户=常数)。其原因 在于： 虽然确定均方起伏位移的积分与三維晶 
格情彩的 (125. 2) 式具有同样 形式： 

4 f I —f, 


®_ 我 n 在这里所考虑的是在液体表面上的 吸附； 至子在固体表面上的吸附 3 就 
这里的时綸来讲,是沒有兴趣的，因为上面已經提到，在固体表面上事实上总是有一些 
不均勻性。 

应当指出：在同 一純物 质的各向同性的两相（液态和蒸气）之间，这种各向异性的 
分界面原則上是可能存在的。 
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但是在二維的情形中，这样的积分在波矢 f 的値很小时是以对数 
的形式发散的。 

虽然如此，但是为了避免誤解起見，必須作下述的保留条件。 
上述討論只是证 明了： 当系統的大小(面积〕无限制地增大时®，起 
伏形变才变成无限大(而三維晶格的特点正好是:即使当系統无限 
增大时，这些起伏形变也仍旧保持有限(参看 (125. 2) 式) h 但是 
事实上,薄膜的大小可以大到相当程度,而起伏还保持很小。在这 
样的情况下，有限大小的薄膜实际上是有可能呈現“固晶态的"性 
质的,因而也就可以把它当作二維晶格来处理。 

伹是就严格的意义来讲，如果把二維薄膜考虑为一个无限結 
构，那末这时只能討淪不同分子（当其中的一个分子具有給定位置 
时)的位形之間的相关性的对称。在这种意义下，各向异性薄膜是 
三維液态晶体（参看§ 126) 的二維的类似情形。与此相应，薄膜的 
对称类型应当按照点群(对称面和对称軸的各种租合)来分类。这 
时，圍耪对称軸的旋轉和相对于对称面的反映自然应当使薄膜的 
平面与它本身重合，幷且使两相(薄膜是它們的分界面）的相互位 
置也保持不变,后一个要求宜味着：对称面不可能同薄膜的平面重 
合。因此，薄膜只可能具备与它的平面垂直的对称軸和通过这根 
軸的对称面。換旬話說，薄膜的全部可能对称类型就是点群 
和 C nvo 

像三維物体的情形一样,在二維薄膜中也可能存在不同的相, 
它們之間的轉变可以以第一类相变的方式来实現，也可以以第二 
类相变的方式来实現。 

第一类相变可以在任何两相一对称不同的筠相、或者对称 
相同的两相——之間发生(包括气态-液态相变类型的各向同性两 


①这时 允昨我 m 考庠眩矢 f 不腧多 么小的璃:, 



接触角 

相之問的相变)。薄膜两相之間的手衡条伴除了荽求它們的溫度 
相等和化学势相等以外，还要求它們的表面張力相等。后一个条件 
相当于在体积的两相的情形中压强相等的条件，它所表示的要求 
也就是：两相彼此作用的力应当相互抵消。 

/ 但是第二类相变只可能在对称不间的两相之間发生。第二类 
相变的意思我們仍旧是指系統(薄膜)的妆态連績变化的相变。但 
是与三維情形不苘，我們不可能 断言： 热力学量的一次微商(压綰 
系数、热膨脹系数等)在相变点經历一个有限的 跃变; 实际上，它們 
在相变点具有对数型的奇异性(参看§ 135 末尾)。 

§145. 接触角 

我們来考虑三种物体——固体、液体和气体(或者固体和两种 
液体)一的接触；把它們各以角标 1 ， 2 和 3 来区別,于是我們可 
以把它們界面上的表面張.力表示为图 66) 0 
. 作用到这三个物体的接触綫上的是三个 
表面張力的力，毎一个力的方向葫着相应的 
两个物体的分界面的內部。我們用沒来代表 
液体表面和固体平面表面之間的角度，称为 
接触角。这个角度的値决定于力学平衡条 
件：三个表面張力的合力应当沒有沿着固体 
表面的分量:_ 

(*13 ~ Gis + oos 0 ^ 

由此得出 f 

009 b Hi . 

G23 



(145.1) 


如果€( 18 >叫 3 ,亦即气体和固体之間的表面張力大于固体和液 
体之間的表面張力，那末 cos ^> 0 ,因而接触角是銳角（如图 66 所 
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示)。如果那末接触角是鈍角 a 

由 （145. 1) 式可以看出：在任何实际情况的稳定接触下，应当 
滿足不等式 . 

| ais - ai 2 | ^ a 23 ； (145. 2) 

否則平衡条件就会使得0角的値为虛数而沒有意义。另一方面, 
如果我們把 a ls , ct ls , a 33 各理解为每一对物体分別存在而沒有第三 
个物体时相应的表面張力系数値，那末条件 (145. 2) 完全冇可能 
不被滿足。但是实际上应当注意到：当三种不同的物质相互接触 
时，在它們每两种的分界面上，一般来讲，有可能形成第三种物质 
的吸附膜 ） 从而降低了表面張力。結果所得到的各 a 系数总是滿 
足不等式 （145. 2) 的，因而这样的吸附一定会发生，否則这个不等 
式就不被足。 

如果液体完全潤湿了固体表面％那末在固体表面上 所彩成 
的不是吸附膜，而是宏观厚度的液体璋(参看§ 144)。結果，气体 
将到处与同一液体接触，而固体和气体之間的表面張力根本不用 
考虑。力学平衡条件就直截洽出即接触角等子0。 

如杲相互接触的三个物体中沒有一个是固体，而是一个液滴 
(图67中的3 ) 在另一种与气体( 2 )接触的液体 (1) 的表面上,那末 



J 


①这时对于三神純物坑各对之 W 的表面張力总是成立不等式 
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h 

- » ■ 1 ■■ . . ■^n» ■ ■ ■ - - ■ 

結果与上述情况类似。在这种情形下，接触角 仏和久 由三个表面 
張力的矢量合成力等于0来决定： 

ai 3+« i 3 + «23 = 0 * (145 - 3) 

这时，屯 3 , ( x 23 毎一个量的大小应当不大于另两个量之和、不小 
于另两个量之差。 


§146* 固体表面上的液体膜 

現在我們来考虑在固体表面上由一种能够潤湿它的液体所形 
成的薄层；我們把这种 层称为 &体膜（不要把它同我們在§ 144中 
所討論的吸附膜混淆起来，后者的厚度是分子綫度的数量級)。 

薄膜中液体的化学势户以薄膜的厚度作为参量而依賴于 
它，随着 d 的增加，化学勢 P 单調地增长，而趋向于极限抑——大 
块硖体的化学势(根据§144中关于完全潤湿的情形的討論)。关 
于确定这神增长定律的問題,到現在还沒有充分硏究过。例如，薄 
膜自由表面形状的起伏变化可能对这一定律有些什么影响，这个 
問題就沒有硏究过 3 如果把薄膜簡单地考虑成厚度为^的平行平 
面液体 JS ， 幷且假設：在相距很远的分子間的怍用力是范德瓦耳 
斯吸力,那末我們就得到規律的形 式为： 


a 

/A = ^0 ~ 


(146, 1) 


式中《是一个正常数。 

这个定律是这样得到的：因为化学勢是 g 由能相对于粒子数 
的撖商，所以可以把一层无限薄的液体附加到薄膜上，薄膜的自由 
能由这样得到的增量，就确定了薄膜的化学势。假如我們用液体 
去充滿实际上被固体占据的 体积， 那末这些液体分子同上述无限 
薄的层中的徕体分子的相互作用，自然与面体分子同它們的相瓦 
作用是不同的；在我們所作的假設下，抑和之所以不同，原因 
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就在于此。两个分子的范德瓦耳斯相互作用能反比于它 n 之間的 
距离的六次方；遍及固体的整个体积进行钥分,就給出 | 的定律， 

共中 d 是无限薄的附加层到固体表面的最短距离^ 

我們来考虑在一个固体容器的盛直壁上在重力場中所形成的 
液体膜&根据在外場中的普遍平衡条件（§ 25)，在整个膜上应当 
滿足条件呵^常数 ( m 是分子质量， z 是高度(假定从液体在 
容器中的表面算起))。在液体的主体中 ( pO )， 应当有抑，所 
以上述条件可以写成形式 

/ J .4 - mgz — fj . Q . (146. 2) 

知道 M 对 d 的依賴 关系以后，就可以由此确定薄膜厚度对高度的 
依賴关系。因此，如果从 (146.1) 式出发，我們 就得剗 ■ 



§147. 核的形成 

如果一种物质处于亚稳定状态，那末它迟早会进入另一个稳 
定的状态。例如,过冷的蒸气終究会凝聚成为液体;过热的液体終 
究会轉变成为蒸气。这种相变是以下述的方式发生的 P 在均勻的 
相中，由于起伏的緣故，会形成另一相的不大的积聚体；例如，在蒸 
气中形成液滴。如果蒸气是稳定的相，那末达些液滴总是不稳定 
的，因而終究要消失。但是如果蒸气是过冷的，那末其中出現盼 
液体当具有足够的大小时就成为稳定的，因而会随着时問继壤增 
长,而变成蒸气的凝聚中心。液体之所以必需具备足够的大小，是 
为了使得由于液体和蒸气之間出現分界面所引起的能量上不利的 
效应能够被补偿掉 a 

由此可見，在任何亚稳定相中，对于由于起伏而形成的另一相 
的积聚体来讲,必然存在着一个极小尺度，只有当这些积聚体的大 
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小超过这个极小尺度时，才能使得这另一相龙原来的相更稳定。在 
小于这个尺度的情况下，原来的相仍旧比这呰起伏稳定，因此这些 
起伏重新消失掉。这些具有上述极小尺度的积聚体称为所形成的 
新相的§。因为稳定的究竟是娜一相取决于积聚体的尺度是小于 
还是大?核的尺度，所以核本身与原来的相处于不稳定的平衡 
我們来詳細地考虑在各向同性相中核的形成一在过冷蒸气 
中液滴的形成，或者在过热液体中蒸气泡的形成。核可以认为是 
球状的：因为它的尺度很小,所以重力場对它形状的影响可以完全 

忽略不計。在平衡状态下，根据 （141. 4) 我 們有： 尸=_，由 
此对于核的半徑我 們有： 



(147.1) 


(凡是带撇的量都屬于核，不带撇的量則屬于原来的亚稳定相)。 

現在我們来計算一个核的形成几率 & 換句話說，由于起伏的 
緣故，在亚稳定相中形成另一相的一个球状积聚体，其宇徑由 
(147.1) 所决定，我們就是要求出这一起伏的几率。根据 （111-1) 

只 min 

式，这样一个起伏的几率正比于其中 ie m i n 是为了形成这 
个核所必須作的极小功。因为核的溫度和化学势各等于周圍“媒 
质”(原来的相)的溫度和化学势，所以这个功等于热力势II在核形 
成以后和形成以前之差。在核形成以前，亚稳定相的体 积等于 
F+n 因而它的热力势 - P(7+n o 在核形成以后,整个系 
梳的热力势 n 变成 一iT-PT' + W。 因此 

+ < 147 . 2 ) 

因为抜具有球体的形状，所以它的捧积等于 r = 表面 


①今須注衮:这里所描述的形成新相的机理，只有在足够純的物质中才能其正 
实現 * 实际上， at 作为新相的形成中心的是备种类型的“杂质”一尘土、离子等等 
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等于自= 477气以此代入 (147. 2), 幷用 (147.1) 来表示 r ， 我拥就 

求出： 7 

0 l & n - a 3 

因此核的形成几率 w 正比于 

㈣ xp i 、^^ 3 p )4 . ( 147 . 3 ) 

像前一节一样，当两相的接触表面为平面时，我們用来代 
表在給定溫度下两相的压强， 弁 引入符号戶一一 A = 
^ P f . 如果原来的相只是稍为过热或过冷，那末 Si 1 和都很 
小，幷由关系式 (141. 5) 箱互眹系 起来： 

(' — (147.4) 

式中 V 和〃各为核和亚稳定相的分子体积 & 

' 在公式 (147. 3) 中可以 把产一 P 写成^ ^ — SP 。 由 （147. 4) 用 
来表示幷把它代入 (147. 3)，我們就求出在稍为过热或过 
冷的相中形成:一个核的 几率： 


w 〜 exp 


i - 


]. 


(147, 5) 


167TCtV a 

3 ^( v ~ v ) H ' P ^ 

設亚稳定相是过热液体，在其中谚成的核是 气相， 即蒸气泡。 
在这种情形下，在 （U7-5) 中 a 比起V来可以忽略不計，因而我們 
求出： 


阽 〜 exp 



lGyra 3 } 

3 mjp?y 


{ 147 . 6 ) 


如杲是在过冷蒸气中形成液态的核(液滴)，那末在 (147. 5) 中 
(在之差中 ）? /比起 u 来可以忽略不計，而对于可以利用 

克拉泊龙公式，即把代入。这样 給出： 





lSTTrtV 2 /^ J 
3(fcT) iS (8P) a V 


(147. 7) 




如果■^幷不小，那末(147, 7) 式就不再适用，因为蒸气的体积 

随着应强的变化很大，因而我們所作的近似就无效了。这时应当 
利用普遍公式 (147, 3) & 为了确定尸'-尸,应当 注意： ^和尸滿足 

方程式〆 (巧 ，： T)。 而在平面分界面的情形中，蒸气和 
液体的共同压强 P 。 由关系式，来决定 n 把前一 
等式的两边滅去后一等式的两边，我們得到： 

〆 (P，,— // (iV y) -/t(P,T)- KP^T). 

对于液体来讲，由于它的压縮系数很小，所以压强改变 A 的 
影响狼小;因此可以把这个等式的左边展开成級数,即写成 
而蒸气的化学势等于 M==MMnP+X(T); 把达个式子代入上面 
所得到的等式，我捫求出： 

n 

BP f ^p f -P 0 =^]np-. ^ 

由 （147.4) 得出：在我們所考虑的悄况下， W»SP。 因此可以 


写成 


F f -P 


砂 】 P 

7 111 巧 


把这个式子代入 (147. 3)，我們最后求出： 

167raV : 


exp 


3 (m 3 ln 2 ^ 


(147. 8) 


当比値 $ 很小时,这个公式重新变成 U47 7) 式。 

在公式 （147, 5—7) 中，可以引入溫 度差^ 一！ T 0 去代替 
纪， 其中 r 是亚稳定相（与它处于平衡的是核)的溫度， T fl 是两相 
在平面分界面的情形下处子平衡的溫度 （3^ 确定亚稳定相的过热 
程度)。根据克拉泊龙〜克劳修斯公式和 SP 之間有 
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的关系，式中《是从亚稳定的一相轉变到核所在^相时每个粒 
子的相变潜热。把这个式子代入 (147. 5)，我們就求出在过冷相中 
形成一个核的几率的形式 如下： 

(U7 . 9) 

(假設 sr 很小，因此 r 可以用来代替 ) a 

如果飽和蒸气同固体表面(容器壁)接触，而后者又能够被該 
祌液体所完全澗湿，那末蒸气的凝聚就直接在这个固体表面上进 
行，而不形成任何核。在这种情况下，在固体表面上形成一层液体 
膜幷不需要耗費任何功来形成表面，因而亚稳定相(过冷蒸气）不 
可能存在。 

由于同样的康因，表面暴露的固体一般来讲也不可能过热。理 
由是: 液体通常都能完全湿潤同一种物质的固相的表面，而这意昧 
着：在熔体的表面形成一层液态层是不需耍耗費功来形成新的表 
面的。 

虽然如此，伹是在固体內部形成作为熔化中心的梭，只耍在适 
当的加热条件下，是可能发生的， 例如， 只要热源是在物体的內部， 
幷且它的表面保持在不可能发生培化的溫度。这种核的形成几率 
主要依賴于固体中由于形成液滴而伴随产生的彈性形变 


习 題 

試求谀体在固体表面上形成梭的几率，假定接觖角的値已知为軾不等 
于0)。 

解液态孩具有球截体的形状，其底的半徑为 r sin 为相应的球体 

--w-g 

的半徑它的体积等于 

F=^-(l—cos (2 + cos 6) t 


①关于达个問菌的討論，参看 E. M. XG, Tyjrafla, ^oKJtadu AR 

CCCP f 91, 377C1952), 


. 苌分子卑曲的起伏 5 SV 

它的球面部分的面积和底面积备为2^ 2 (1_ — < k>s fl) 郛 ff^sin 2 ^利用确定 

接觖角的关系式 U 45.1), 我們可以 求出： 当核形成时％的改变等子 

a-2or 2 ( 丄一 ⑻ s 9} —a cos & . sin 2 tf = arr s (l— cos 没 ） 2 (2 十 cos 设）： 

式中《是在液体和蒸气的分界 面上的 表面張力系数 a h 的这一改变也竦相 
当于在蒸气中形成一个体积为7而表面張力为 

tfcr a =af - 2 ~ ) ^2+(>09 

的液态核时4所发生的改变。相应地，在正夂中推导出乘的公式中，用 os a 
去代替〜我們就得到所求的形成核的几率的公式 a 

§148. 长分子弯曲的起伏 

在逋常的分子中，由于原子間的相互作用很强,所以分子內部 
的热运动只表現为原子在它們的平衡位 a 附近作微小的振动，而 
差不多幷不改变分子的形状。至于那些由很长的原子鍵形成的分 
子(例如，很长的碳氬聚合物鍵)，則它們的行为具有完全不同的特 
征 3 由于分子的长度很长，而且那些使分子有保持平衡直綫形状 
傾向的回复力也比較弱,所以使得分子的起伏弯曲变得相当可观, 
甚至于使得分子发生“扭轉”。分子的长度很长，使我們可以把它 
考虑为一个特殊的宏观的綫型系統，因而可以应用統計方'法来計 

算表征它的弯曲程度的量的平均値(下面所 m 述的結果系根据勃 
列斯勒和弗偷克耳(1939)®)。 

我們所要考虑的分子沿着它們各自的长度具有均勻的結构 
(在很长的聚合物錬中就是这种情形）。因为只对它捫的形状威兴 
趣,所以可以把这样的分子看成是一根均勻的、連績的絲。这样一 
根絲的形状由給定在它每一点的"曲率矢量"户来决定，这根矢量 

①在这里所 W 述的理論中，分子被看成是孤立的系統，而不考虑它词周圍分子 
的相互作用。但是在凝聚昀物质中 t 这种相互作用对分？&形状可能冇很太的影_。 

因此，把所得到的結果应用到实転物耽上去时有拫： fc 的眉抿性，虽然如此,这些結果的 
推导在方法上仍旧是有栉当兴埋的 t 
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在方向上朝着曲綫主法綫的方向，在数量上等于曲綫曲率半徑的 
倒数。 

分子所經历的弯曲一般来讲是不显著的，其意义也就是它在 
每一点的曲傘都很小 （ 由于分子的长度很长，因此这自然絕不排斥 
这样一种 情况： 分子上相距很远两点的相对位移仍旧可以是相当 
大的)。对于矢量 P 的很小的値来說，弯曲分子每单位长度的9由 
能可以按这个矢是各分量内的幂次展开。因为自由能在平衡位 
匿（直綫形状，在所有各点/>都 =0) 时为极小，所以展开式中沒有 
綫性項，因而我們 得到： 

(14 & 1) 

式中这些系数的値是直綫分子的特征性质(它的“弯曲阻力》)， 
由于假設了分子的均勻性，这些系数的値在分子的整个长度上都 
是常数。 

矢量 P 位于(分子綫在該点的）法面 ft , 拌且在 这个平面內具 
有两个独立的分量。与此相应，兩*这些常数的集合构成一个在这 
个平面内的二秩、二錐对称張量。我們把这个張量变換到它的主 
軸，幷且用 〜和勿 来代表它的主値(我們設想分子是一根絲的形 
状，这根絲就它的性质来讲幷不一定是軸对称的，因此 q 和％不 
一定相等）。結果 (148.1) 式取 

的形式，其中内和内是 P 在相应的主軸方向的分量。 

. 最后 ，遍 及分子的整个长度进行积分，我們就求出分子由于微 
弱的弯曲 W 引起的总自由能的 改变： 

I. F 

= + azpl)dl (148. 2) 

( I 为沿着絲的长度的坐标 h h 和 ❿ 这两个量显然一定是正的。 
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詨 t fl 和 t & 为在 絲上％ 6兩点(这两点之間被一段长度 Z 所隔 
开）切綫方向的单位矢量。我們用0 =呎0代表这两根切綫之間的 
夹角，即 

tati = COS 0 . 

我們首先考虑弯曲如此微弱的 情形： 在这种弯曲下，即使对于 
相距很远的两点来讲，《角也是很小的。我們通过矢量 t a 和張量 
在点 a 的法面內的两根主軸作两个平面幷設士和内为矢量 
U 相对于矢量 t a 在这闲个平面內的旋轉角，于是当夕角的値很小 
时，可以把它的平方炉表示为 

0^=e\+ei ( 148 . 3 ) 

的形式。曲率矢量的分最同函数仏（0和久 G) 的关系为 

n _ do , n ) n 

Pi —_ 冗—，内一 ―[， 


因而由于分子的弯曲而引起的自由能的改变取如下形式: 


+ 兩 ( f ) 3 卜⑽- 4> 


我們来計算在某一确定的 Z 下久 W 和各具有給定値 
仏 和&的 起伏的几率，这时应当考車在朽和氏这两个値下所可 
能的最完全平衡(參看§ 109)。換句話說，应当确定在給定的久 
和凡下自由能的最小値^但是形式为 


I 



0 


的积分，当函数久 （！） 在上、下限的馗已經給定(化 (0)=0, ^(0- 
时，只有在久 （0 按綫性定律变化时才具有极小値 q 这时， 


AF ^ = 


21 




«2^| 

21 


因为起伏几率正比于 
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(参看 （116. 1 ))，所以我們得到两个角度的均方 値为： 

7^ IkT ^ IkT 

& 卜 , Ol = -z — ■ 

工 CEl 7 *2 

因此我們所威兴趣的外 0 角的均方値等于 

w = 哪(丄+丄\ (14 R 5) 

\Oj 

正如我們所預料的一样，在这种近似下，尹正此于分子在所考虑的 
两点間綫段的长度。 . 

■ 

用下列方式可以过渡到吖 0 负很大的弯曲情形。在絲上三点 
( a , b , c ) 的切綫方向 t s ， t , 之間的角度具有下列 关系： 

COS 9 Co = COS 9 ab COB Obe 一 sill Oafy Bin 9hc cos 屮， 

式中 9 是平面 Ct fl ， t fr ) 和 (th o 之間的夹角。把这个式子进行平 
均，幷且注意到：分子上不同綫段 W 和 & c (当中間一点的切棧方 
向 6 为铪定时 .) 的弯曲的起伏在所考虑的近似下是統計独立的, 
于是我們就 得到： 

COS = COS Oai COS 9i c ~ COS COS &^ 0 

(包含 cos 9 ) 的一項在取平均以后完全消央) 

这个关系式意味着：平均値 cos l ? U ) 应当是分子在給定两点 
閧的綫 段长度 i 的可乘性函数。另一方面，当外 0 的値很小时, 
根据 (148. 5) 式应 当有： 


coa 

式中我們引用了符号 



IFF 

丁， 





滿足这两个要求的函 数是: 




长分子弯商的起伏 
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T 

cos & (l) = e a . (14SL 6) 

这就是我們所求的公式。应当 注意： 当距离丨很大时，平均値 

这相当于分子上相距足够远的两段的方向的袜計独 

立性。 

揩助于公式 (148. 6)，很容易确定分子两端之間的直綫距离刀 
的均方値。如果是在分子上任意一点的切綫方向 A 单位矢 
盘，那末分子两觸之間的矢徑等于 

L 

R = |t(0^i 

Q 

〆 

Ci 是分子的总长度)。把积分的平方写成双重积分的形式，幷求 
它的平均値 , 我們就得到： 

LL LL 

00 QQ 

把这十积分計算出来,就得到最后的公式 

I 

心樹斧 - 1+ ，> ⑽ + 7) 

在低溫的情形下这个公式 铪出： 

-警》 (148,8) 

当 T —0 时，均方値芽趋向于分子总长度的平方 i a ， 这是理所应 
当的。如果(溫度很高，或者长度 i 很长)，那末 

(148.9) 

这时逆正比于分子长度的一次幂，因此当 i 增加时比値^趋向 
千0。 
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第十五章表面 


§ m 相在一維系統中存在的不可能性 


在一維(綫型)系綠(即粒子分布在一条綫附近的系統）中是否 
可能有不冏的相存在，这是一个具有理論兴趣的問題。下面的討 
論使我們能够对这个問題铪出一个否定的回答；相互接触在一点 
(而具有任意长度）的均勻两相之間的热力学平衡是不可能的。、 
为了证明这个論断，我們設想一个綫型系統是由不同两相的 
許多綫段相互交替連接而成的。設 Oc 是这个系統在不考虑两相 
間有接触点存在时的热力势；換句話說，它是两相总量的化学势, 
而与怎样把两相划分为一段一段的方法 无关。 为了考虑上述接触 
点的影响，我們可以把这个系統形式地考虑为这些点在两相中的 
“ 溶液' 如果这个“溶液”是弱的，那末系铳的热力势 O 具有形式 


㈣ 0 请 

(参看(85.1〕），其中《是长度石中的接触点数。因此 

尝省 1 4 切. 


在足够小的“濃度■下(即两相的綫段数目不多 X 】 nf 是一个按絕 
对値来讲很大的負値，以致 


90 

dn 


< 0 - 


由此可見，中随着《的增坤而降低，而 因为中 应当趋向于极小値， 
所以这意 昧着： 有增加的趋势(直到微商^变成正的)。換句話 

說,两相有变成愈来愈小的許#綫段而互相混合起来的趋势，也就 
是說,根本不可能作为分离的两相而存在。 


一画 

一維系統,602 

三画 

三相点,318 
兰相綫，373 
广义成应串，484 

四画 

化学常数,155 
化学平衡,390 
化学势, 87起 
化学反应，390 
分子踫撞,142 
分布函数,4 
分配定律,348 
双原子气体，170,175 
元激发, 248 
比热，57 
气体： 

玻色〜,192 
完全电寓〜,287 
电子〜,199 
我密〜， I 9 t ) 

非芊衡〜,145起 
理想〜,137起，457 


非理想〜，273 
具有常数比热的〜,154 
气体常数,151 

I 

气体混合物359 
反应热，3&5 
不可逆过程,41 

五面 

布喇菲格子，514 
卡諾循环,72 
对应态定律，336 
电子动量矩,167,170 
电离度，401 
电离平衡,399 
苹衡由綫,372 
羋衡曲面,372起 
正氫,176 
可逆过程,41 

对称性，宏现物体的,606起 
对称变換，506 
功，65 
极大〜，70 


六國 

有效截面,144 
有效质量，263 
有序化，晶体的，224,536 


自由能，59, 111, 14 S 
吉布斯分布，泌 
吉布斯相律，3抑 
同位素混合物,361 
动力学系数,471 
刘維定理,11,223 
成核，592 
仲氫， 17 G 
多原子气体，184 
压强，52 
临界、323 
負、54, 3^7 . 

渗途、 34 会 
表面〜 ,578 
似粒子 ， 248,306 
弛豫时間，7 
亚稳定状态， S 0 

七画 

吸附,685 

克拉泊龙方程,151 

克拉泊龙-克劳修期耸式，321 

利用系数,72 

完全濟湿,587 

完全电离气体,287 

局部平衡 

扛杆定則, 318,379 

状态： 

宏观〜，17 
亚稳定〜，80 
系綜，11 
亨利定律,349 


运动积分,:13 
可加性〜,14 
宏观描述，17 
均方起伏，9 

“近理想”舫幷化气律，300 
! 声子,240 ^ 

声波, 227 

麦克斯韦分布，104 

r 

八商 

? 极大功，70 

| 表面，571起 

! 表面压强， G 7 S 

I 

表面張力，571起,681 
表面張力系数 , S 71 
物态方程，62, 275,404 
h 易熔点 s 382 

非完全平衡,16 

, 非热力学起伏， 492 起， 498 

非理想气体， 273 起 
单原子气体 ,164 
泊松公式 ,445 
质量作用定律，392 

I 

九画 

I 

I 

玻耳茲曼定律，级8 
: 玻耳茲弪分布,139 

； 玻色分布，191 

, 玻色气体, t 拟 

: 旃幷化〜,210 

I 

非平衡〜 ，丄 92 
基木粒子〜，195 





玻色統計， 1 S 9 起 
独立駔分,337 
相，316 
相图，379 
相点 

相变，第二类，535 
点鮮，5丄0 

范德瓦耳斯方锃，285 
对比〜，335 
范托夫公式,344 
临界綫，372 

临界点，323,330,37^ 45 -i 
第二类相 变〜， 564 

+画 

热力学自由度,340 
热力学恒等式， 53 
热力学不等式，7 6 
热力学微扰理論 ， lie 
热力学溫标，67 
热力势, 60 
热量， 65 

效率夕 2 
起伏, 426起 
分子曲本的〜,597 
非热力学〜，492起，498 
理想气体中的〜,442 
溶液中的〜，448 
热力学量的〜，434 
起伏的相关性，449,457 
起伏的时間相关性，463,471 
起认 v 假設47 


密度矩陣,20 
密勒指数，528 
耗散圉数,475 
能悬， 1.3 起,417 
引力物体的〜, il 8 
能量均分定律,160 
能斯脫定理 
展 丌式： 

按密度冪 次的〜 
按办幕次的〜,120 
弱溶液，340 
振子，107 
配分阖数，112 
純物质綫，377 
倒格子，526 
倒退凝聚,381 

+— 画 

甚尔霍夫定律,220 
接觖角,589 
勒夏忒列原理,80 
液态晶体,510 

混 合物： 

气体〜,359 
同位素〜,361 
渗迸压，343 
洽，58 

粒子对的产生,402 
理想气体，137起，457 
非平衡〜，145 

r 

+二固 

喇烏耳定律347 



m 

L _ . - - - 

絕热过程 ,47 
黑体輻射, 214 
扁类，521 
晶系415 

晶体的有序化,224,536 
等濃度点: 374 
等濃度綫,377 
等效格点407 
費密分布 4S9 
費密气体』190 
非平衡〜，192 
基本粒子〜,195 
費密桄計，1即起 
普朗克公式，215 
焦耳-缇姆孙过程，58, 278 
量子液体, 247 
統計分布,4 
统針系綜，11 
統計平衡，7 
統計独立性,7 
統計矩陣,17 
統計規律性，1 
斯忒藩 - 玻耳茲曼常数,218 
超泷动性,252 

十三画 

溫度,42 
徳拜〜 . 234 

簡幷化〜, 2⑽ 

临界〜,323 


索 芬 I _ 

A 〜， 269 
溶解热,350 
微正則分布,15 
瑞利-琴斯公式，216 
溶液，337起 
弱〜，340 
强电解质〜,355 

十四画 

雑里系数，280,295 
維恩位移定律 ， 217 
維恩公式，216 

十五画 

德拜公式 ,233 
德拜溫度，234 
德拜-体克耳半拓 289 
燫， 28 起 

熵增苌定律,36起 
潜热，318 
濃度，338 

+六画 

凝聚体，224 
激子，£67 

+八画 

簡幷化电孑气体，199 
相对論性〜,207 
“近理想”〜,300 


关于汉譯本的說明 

r 

这本“統計物理学”是著者的多卷集“理論物理学”教程中的一 
卷，在俄文旧版中为第 4 卷 (1951); 根据著者計划中的俄文新版則 
应为第5卷，但迄今尙求出版 1 S 5 S 年在英国出版了英譯本，它 
是經过著者修改、增訂后翻譯出来的，所以倍計这个英文版本一定 
比 1951 年的俄文版在內容上更接近于未来的俄文新版。因此汉譯 
本在內容上是以英文版为主的 3 但是除了著者有意删改的地方而 
外，英文版中还存在着不少誤譯和漏譯之处，因此整个翻譯过程始 
終是在俄、英商版的同时参照下进行的。 

凡是俄、英两版内容一致的地方(絕大部分章节如此)，都以俄 
文版为主;达样,就保证了在細节上尽可能符合著者的原意而避免 
了英文版的誤譯和漏譯之处。 

英文版不同于俄文版的主要之处 如下： 完全新增訂的計有五 
整节: 91,122,123,124,14 士重新彻底改写的两 整节: §§ 68 , 76; 

有大量增訂的各 节为： §§ 65,66, 67, 70, 74, 118, L 33, 135, 137, 
138; 在下列各节中則有微小的修改和 增訂： gg 5, 40, 43, 57, 75, 
121,137; 有較大删节的为 69,109 菏节。 

在完全新增訂的五整节中，关于量子起伏的三节 （§g 122— 
124) 实际上取材于本教程旧版第 6 卷“連績媒质电动力学 ”(1957) 
(按照新版計划应为第8卷，但尙未出 版)： 本书的§ 122相当于該 
卷的 5 S , 62 耜 S 7 的各一 部分； 本书的§§ 123, 124 則分別相当 
于該卷的§§87,88。在翻譯这三节时,也尽可能同时参照了該卷中 
的上述各节 & 

其它改写和增訂的絕大部分(主要是 H 63, 76, 91, 143四整 
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关十汉界本的說明 


节和共它各节中的大量增訂部分)因为沒有相应的俄文可資参照， 

所以都是完全按照英文版来翻譯的。 

至于有較大删节的两节，則汉譯本在§69屮系遵照英文版， 
把原俄文版中关千金靥电子能譜的一部分刪去，而在§ 中为 
了叙述淸楚起見和后文引用的需要，把被英文版刪去的部分仍按 
照俄文版譯出 P 

此外,英文版还在許多細撖的地方不闻于俄文版:这些地方有 
的显然是著者本人所进行的修改，有的則可能是英譯者由于翻譯 
上的需要而改劫的（这些地方不能认为是誤譯或漏譯凡是这些 
地方都是經过扠衡后决定取舍的 & 

本书的序言也是根据俄、英两版經过取舍、重新組織綜合而 

成的。 

俄、英两版所用的名詞也有个別不同，其中最重要的一个是 
“配分函数"，俄文版則作“統計求和”或“統計 积分' 虽然后两个名/ 
詞更为恰当，但是用起来时常成到不便（因为“求和”和积分 ”常常 
用作动詞)，而且在汉語文献中已經习用了 44 配分菌数”这一譯名， 
所以譯文中就根据英文版采用了这种譯法。此外，例如“基格矢”， 
俄文版則作 u 平移 周期' 因为前者的涵义更为完全，所以譯文中也 
濟据英文版采用了 w 基格矢”的譯法。 

原文书(无論是俄文原书或英譯本）中都有不少显而易見的笔 
誤或印錯的地方，譯者已尽可能一一改正。凡是本书中公式应当 
互相参看的地方而原文未提及者，譯者都尽可能 一一 注明；有些地 
方为了叙述淸楚或确切起見,譯文較原文稍有增益。 

原文中对于锒 多工作 都提到了原始作者和年代，但是无論俄 
文版或英文版都未附录或載明文献出处(少数文献直接以显示形 
式提到者除外)。鉴于一些近代文献可能有参考的需要，譯者尽可 
能找到文献出处而一一注明（达些注都以*号标明，以区別于原 
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注①,®，…)。为了統一起見，对于一些虽 C 无参考必要的早年文 
献也尽可能注明出处。但是山于資料的不足，仍有一部分文献沒 
有找到出处。 

所有这些就使得汉譯本不只是在内容上与俄文版有所差別， 
而且在形式上也与英文版不尽相同。因此有必要說明如上。 

所有上述工作都是由下半^的譯者（参看版权頁上的說明）統 
—来进行的，包括上半卷原譯稿的校訂、修改和增譯（英文版的增 
訂和改写部分)工作在內，因此上、下两半卷由于原譯者不同而产 
生的不一致巳經基本上消除掉了。但是由于水平和时間的限制， 
必然存在不当和錯誤之处,希望瞋者予以指正。 
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